
Ëèñòîê �10 XP. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êîíå÷íûå ïðåäåëû

10 êëàññ Äàòà âûäà÷è ëèñòêà: 09.09.03.

¾...ñòàâ îäíèì èç åäâà çàìåòíûõ ïðåäìåòîâ ìèðà, ñîçäàííîãî íà îñíîâå ñèíòåçà ìàòåìà-

òèêè è óæàñà, ÿ ïðèäó â êîøìàðû äðóãîãî ãðåøíèêà è òàê äî áåñêîíå÷íîñòè. Âåäü ÿ óâåðåí,

÷òî Àä íå èìååò ïðåäåëà.¿

Àëåêñàíäð Áûñòðîâñêèé ¾Íîâàÿ áèáëåéñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ¿

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå R : N →
M . Åñëè M ⊂ R, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé .

Îïðåäåëåíèå 2. Ïàðà (n, an) ∈ R íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè ÷ëåíîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè . an íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à ÷èñëî n � íîìåðîì

ýòîãî ýëåìåíòà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîçíà÷åòñÿ {an}. Íàïðèìåð, {an} : an = n (èëè ïðîñòî {n}) � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, çíà÷åíèå êàæäîãî ýëåìåíòà êîòîðîé ðàâíî åãî íîìåðó.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà ðåêóððåíòíî, ò. å. ïî÷òè êàæäûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå. Íàïðèìåð, {an} : a1 = 1, an = an−1 + 1 (n > 1).

Äàëåå âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ÷èòàþòñÿ ÷èñëîâûìè, åñëè íå óêàçàíî èíîå.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, an ∈ M .

a) Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû:

∀n ∈ N ∃!x ∈ M : x = an; ∀x ∈ M ∃n ∈ N : x = an; ∃m,n ∈ N : (m 6= n)&(am = an).
b) Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæàòü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ? Ñ÷åòíîå? Íåñ÷åòíîå?

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè ∀ε > 0 ∃nε ∈ N : ∀n >
nε |a− an| < ε. Îáîçíà÷àåòñÿ a = lim

n→∞
an èëè an → a.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε çíà÷åíèÿ ïî÷òè âñåõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåæàò
â èíòåðâàëå (a− ε; a + ε).

Çàäà÷à 2. Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëà?

Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, îíà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ . Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ .

Çàäà÷à 3. Çàïèøèòå â êâàíòîðàõ óòâåðæäåíèå ¾ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ¿, íå

èñïîëüçóÿ çíàê îòðèöàíèÿ.

Çàäà÷à 4. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ? Íàéäèòå èõ ïðåäåëû.
a) an = n; b) an = 1/n; c) an = n−1

n+1 ;

d) an = (−1)n; e) an = 1000n/n!; f) an = n!/nn;

g) sinn/n.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå:

a) n
√

91 → 1 (Hint: âñïîìíèòå íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè); b) n/2n → 0 (Hint: 2=1+1 );
c) n
√

n → 1 (Hint: âñïîìíèòå áèíîì Íüþòîíà).

Ïðèìå÷àíèå. Àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì n-îé ñòåïåíè èç íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ

òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî y, ÷òî yn = x. Ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü àðèô-

ìåòè÷åñêîãî êîðíÿ. Îáîçíà÷àåòñÿ y = n
√

x.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå: lim
n→∞

an = a ⇒ lim
n→∞

|an| = |a|. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå: an → a ⇒ bn → a, ãäå bn = 1
n

n∑
k=1

ak = a1+...+an
n .

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî îòáðàñûâàíèå èëè èçìåíåíèå çíà÷åíèé êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè íå âëèÿåò íà åå ñõîäèìîñòü è çíà÷åíèå ïðåäåëà.



Îïðåäåëåíèå 5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} òàêàÿ, ÷òî αn → 0, íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé .

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé , åñëè ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé îãðàíè-

÷åíî. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó è îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü an � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à {βn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. ×òî ìîæíî

ñêàçàòü î {an · βn}?

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå: lim
n→∞

an = a ⇔ {βn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, ãäå βn = an − a.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {bn}, an → a, bn → b. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå

ïðåäåëîâ è íàéäèòå èõ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

a) {an ± bn}; b) {an · bn}; c) {an/bn}, b 6= 0, ∀n ∈ N bn 6= 0.
Hint: Í åêîòîðûå ñâîéñòâà óäîáíåå äîêàçûâàòü ñíà÷àëà äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è

ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 14.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ:

a) lim
n→∞

an = a, a < b ⇒ ∃n0 ∈ N : ∀n > n0 an < b;

b) ∀n ∈ N an ≤ b, lim
n→∞

an = a ⇒ a ≤ b;

c) ∀n ∈ N an ≤ cn ≤ bn, lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = a ⇒ ∃ lim
n→∞

cn = a.

Ïðèìå÷àíèå. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê òåîðåìà î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ .

Çàäà÷à 13. Äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn}, zn = xn + yn. Îãðàíè÷åíà ëè ñâåðõó {zn}, åñëè:
a) {xn} è {yn} îãðàíè÷åíû ñâåðõó; b) {xn} è {yn} íå îãðàíè÷åíû ñâåðõó;

c) {xn} îãðàíè÷åíà ñâåðõó, {yn} íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó;

Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå îãðàíè÷åííîñòü ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ

îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ?

Îïðåäåëåíèå 7. Âåðõíåé ãðàíüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà çíà÷åíèé

åå ýëåìåíòîâ. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, òî÷íûå ãðàíè (sup{an}, inf{an}).

Çàäà÷à 15. Íàéäèòå òî÷íûå âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

a) {1/n}; b) {(−1)n/n}; c) {n2 − 2n + 5};
d) {an} : a1 = a2 = 1, an = an−1 + an−2 (n > 2) (÷èñëà Ôèáîíà÷÷è).

Îïðåäåëåíèå 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé , åñëè ∀n ∈ N an < an+1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé , åñëè ∀n ∈ N an ≤ an+1.

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñòðîãî óáûâàþùåé è íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 9. Íåóáûâàþùàÿ èëè íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé ,

ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ èëè ñòðîãî óáûâàþùàÿ � ñòðîãî ìîíîòîííîé .

Çàäà÷à 16. Èññëåäóéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ìîíîòîííîñòü è îãðàíè÷åííîñòü:

a) an = 1−n; b) an = n−1
n+1 ; c) {an} : a1 =

√
2, an+1 =

√
2 + an

Çàäà÷à 17. (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 18. Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} : a1 = 2, an = 5− 1/an−1 (n > 1).

Çàäà÷à 19. Äîêàæèòå, ÷òî ∃e = lim
n→∞

(1 + 1/n)n, ïðè÷åì 2 < e < 3:
a) Äîêàæèòå ìîíîòîííîñòü (Hint: èñïîëüçóéòå íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè);

b) Äîêàæèòå îãðàíè÷åííîcòü (Hint: èñïîëüçóéòå áèíîì Íüþòîíà è ôàêò, ÷òî ïî÷òè äëÿ

âñåõ n ∈ N 1− 1
n < 1 è n! ≥ 2n);

c) Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü è íåðàâåíñòâà.


