
Ëèñòîê �11 SP1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåëüíûå òî÷êè

10 êëàññ Äàòà âûäà÷è ëèñòêà: 23.09.03.

¾Âåêà ïëûâóò, ïîäîáíî êèòàì,

â ñâîåé ñðåäå ìîë÷àëèâîé.

Èõ ðîâíûé ïóòü óíûë, êàê è ìîé.

Íî ìîé - èìååò ïðåäåë.¿

Ì. Ùåðáàêîâ

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè ∀ε > 0 â èíòåðâàëå
(a− ε; a + ε) ëåæàò çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü åñòü ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk} è ïðî-

èçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk} : bk = ank
íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.
Îáîçíà÷àåòñÿ: {ank

} ⊂ {an}.

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëîì êàêîé-ëèáî åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷àñòè÷íûé ïðåäåë è ïðåäåëüíàÿ òî÷êà � îäíî è òî æå.

Çàäà÷à 2. Çàïèøèòå â êâàíòîðàõ, íå èñïîëüçóÿ çíàê îòðèöàíèÿ, óòâåðæäåíèå ¾÷èñëî a íå ÿâëÿåòñÿ

÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}¿.

Çàäà÷à 3. Ìîæåò ëè:

a) ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå áûòü åå ïðåäåëîì;

b) ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå áûòü åå ïðåäåëüíîé òî÷êîé?

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}. Ìîæåò ëè áûòü:
a) A = {0, 1}; b) A = [0, 1]; c) A = (0, 1);
d) A = N; e) A = Q; f) A = R.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïóñòî è îãðà-

íè÷åíî, òî â íåì åñòü íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, an → a. Äîêàæèòå: ∀{ank
} ⊂ {an} lim

k→∞
ank

= a.

Çàäà÷à 7. (Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü èìååò õîòÿ áû îäèí ÷àñòè÷íûé ïðåäåë.

Hint: Âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé î ñèñòåìå âëîæåííûõ îòðåçêîâ (9 ëèñòîê).

Ïðèìå÷àíèå. Äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîé òåîðåìû: èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî

âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

îãðàíè÷åíà è èìååò ðîâíî îäèí ÷àñòè÷íûé ïðåäåë.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé , åñëè ∀ε > 0 ∃nε ∈ N :
∀n > nε |an| > 1/ε.
Òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåëîì áåñêîíå÷íîñòü; îáî-

çíà÷àåòñÿ an →∞.

Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè ∀ε > 0 ∃nε ∈ N : ∀n > nε an > 1/ε, ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò

ïðåäåëîì ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü; îáîçíà÷àåòñÿ an → +∞.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùåé ïðåäåëîì ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü;

îáîçíà÷àåòñÿ an → −∞.



Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ, õîòÿ è

èìåþò ïðåäåë. Ñõîäÿùèìèñÿ íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùèå êîíå÷íûå ïðåäåëû.

Çàäà÷à 9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîé, íî íå áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çàäà÷à 10. Ìîæåò ëè âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî:
a) an →∞ è an → +∞; b) an → −∞ è an → +∞;

c) |an| → ∞ è ¬(an →∞); d) an →∞ è ∀n ∈ N ∃k > n : ak < 1?

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé , åñëè ∀ε > 0 ∃nε ∈ N : ∀n >
nε ∀p ∈ N |an+p − an| < ε.

Çàäà÷à 11. (Êðèòåðèé Êîøè) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå:

a) ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà;

b) ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà;

c) åñëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî

ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò è ðàâåí ïðåäåëó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè;

d) ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

Çàäà÷à 12. Èññëåäóéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (îãðàíè÷åííîñòü, ìîíîòîííîñòü, ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ

òî÷åê, ñõîäèìîñòü, ïðåäåë):

a) { n√
n2+n

}; b) {(−1)[
√

n] + (−1)n

n };
c) {

√
n + 1−

√
n}; d) {c · qn} (÷èñëà c ∈ R è q ∈ R ñ÷èòàòü çàäàííûìè);

e) { n
√

n}; f) an =
k=n∑
k=0

c · qk (c ∈ R è q ∈ (0;+∞));

g) * {sin n}; h) * an = lim
k→∞

cosk(2πx · n!) (x ∈ R).

Ïðèìå÷àíèå. [x], ãäå x ∈ R, � öåëàÿ ÷àñòü x, ò.å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâûøàþùåå x.


