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¾Îãëÿíèñü íà ñâîå íà õîçÿéñòâî �

Â íåì, ïàðäîí, ïðîèñõîäèò ôèãíÿ.

Ýòî ïîëíûé ïðåäåë,

Ïîëîæåíèå äåë

Íå áîäðèò íè òåáÿ, íè ìåíÿ.¿

Àëåêñåé Èâàùåíêî, Ãåîðãèé Âàñèëüåâ

¾Ýé, õîçÿèí¿ (ñáîðíèê ¾Âå÷íûé äóìàòåëü¿)

Îïðåäåëåíèå 1. ε-îêðåñòíîñòüþ x (x ∈ R, ε � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Uε(x) = (x− ε, x + ε);

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî U̇ε(x) = Uε(x)\{x}.

Îïðåäåëåíèå 3. (îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè .) Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â êàêîé-

íèáóäü ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå a, åñëè
∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ U̇δ(a) : f(x) ∈ Uε(A). Îáîçíà÷àåòñÿ lim

x→a
f(x) = A.

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå a, åñëè lim
x→a

f(x) = 0.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå a, åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ U̇δ(a) : |f(x)| > 1/ε.
Îáîçíà÷ÿåòñÿ: lim

x→a
f(x) = ∞.

Çàäà÷à 1. Ïîëüçóÿñü òîëüêî îïðåäåëåíèåì, íàéäèòå ïðåäåëû:

a) lim
x→1

x; b) lim
x→2

x3; c) lim
x→0

|x|; d) lim
x→0

x sin 1
x .

Çàäà÷à 2. Çàïèøèòå â êâàíòîðàõ óòâåðæäåíèå: ¾÷èñëî A íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå a¿.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè íå èìåþò ïðåäåëà â 0:

a) sign(x), ãäå ïî îïðåäåëåíèþ sign(x) = −1 ïðè x < 0, sign(x) = 1 ïðè x > 1, sign(0) = 0;
b) sin 1

x .

Çàäà÷à 4. (åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà ôóíêöèè) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A1 è A2 � ïðåäåëû ôóíêöèè f â

òî÷êå a, òî A1 = A2.

Çàäà÷à 5. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ äëÿ ïðåäåëà ôóíêöèè.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü â íåêîòîðîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè aôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è îòëè÷íà îò 0. Äîêàæèòå,
÷òî lim

x→a
f(x) = ∞⇔ lim

x→a
1/f(x) = 0.

Çàäà÷à 7. (àðèôìåòèêà ïðåäåëîâ) Ïóñòü f è g îïðåäåëåíû â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è èìåþò

â ýòîé òî÷êå ïðåäåëû: lim
x→a

f(x) = A, lim
x→a

g(x) = B. Äîêàæèòå, ÷òî h èìååò ïðåäåë â òî÷êå a è íàéäèòå

åãî, åñëè:

a) h = αf , ãäå α ∈ R; b) h = f ± g; c) h = f2; d) h = f · g.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü f îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è èìååò â ýòîé òî÷êå ïðåäåë lim
x→a

f(x) =
A, ∀x f(x) 6= 0, A 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

x→a
1/f(x) è íàéäèòå åãî.

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå:

a) lim
x→0

√
1
|x| + 1−

√
1
|x| ; b) lim

x→1

x4−5x+6
x5−4x+3

; c) lim
x→1

xn+...+x−n
x−1 .

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå:

a) ∀x ∈ R | sinx| ≤ |x|; b) lim
x→0

sinx = 0; c) lim
x→0

cos x = 1; d) lim
x→0

sin x
x = 1.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå:

a) lim
x→a

sinx = sin a; b) lim
x→a

cos x = cos a; c) lim
x→a

tg x = tg a; d) lim
x→a

n
√

x = n
√

a.


