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ÎÄÍÎÑÒÎÐÎÍÍÈÅ ÏÐÅÄÅËÛ ÔÓÍÊÖÈÈ
Ðàçìèíêà

Àâàðèéíûå âûõîäû íàõîäÿòñÿ â ëèôòå âíèçó, ââåðõó, ñëåâà, ñïðàâà, ñïåðåäè, ñçàäè è íà äðóãèõ
íàïðàâëåíèÿõ è îòêðûâàþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè íà ãðîìêèé æåíñêèé êðèê ¾Ñïàñèòå!¿

Èç Èíñòðóêöèè ïî ïîëüçîâàíèþ Ëèíåéíûì Èíñòèòóòñêî-Ôàêóëüòåòñêèì Òðàíñïîðòåðîì
(ñîêðàùåííî ËÈÔÒîì Ãëàâíîãî çäàíèÿ ÌÃÓ) ïðîèçâîäñòâà ÿïîíñêîé ôèðìû ¾Êóðèöàíåïòè-
öà¿.

Îïðåäåëåíèå 1. (Íàïîìèíàíèå)Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå ïî Êîøè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëå-
íà â êàêîé-íèáóäü ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì
ôóíêöèè f â òî÷êå a, åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ U̇δ(a) âûïîëíåíî f(x) ∈ Uε(A).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå ïî Ãåéíå. Ïóñòü ôóíêöèé f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. ×èñëîA íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå
a, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an òàêîé, ÷òî ∀n an 6= a & an ∈ Df è
lim

n→∞
an = a, ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
f(an) = A.

Îáîçíà÷åíèÿ ïðåäåëà: lim
x→a

f(x) = A; f(x) −→x→a A.

Çàäà÷à 1. Îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
a) Äîêàæèòå, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ïî Êîøè ñëåäóåò îïðåäåëåíèå ïî Ãåéíå.
b) Äîêàæèòå, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ïî Ãåéíå ñëåäóåò îïðåäåëåíèå ïî Êîøè.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïðàâîé ε-ïîëóîêðåñòíîñòüþ òî÷êè x íàçîâåì ïîëóèíòåðâàë [x, x + ε). Àíàëî-

ãè÷íî îïðåäåëèì ëåâóþ ïîëóîêðåñòíîñòü, ïðîêîëîòûå ïîëóîêðåñòíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â êàêîé-íèáóäü ïðîêîëîòîé ïðàâîé ïîëóîêðåñò-

íîñòè òî÷êè a. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ñïðàâà ôóíêöèè f â òî÷êå a, åñëè
∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ (a, a + δ) âûïîëíåíî f(x) ∈ Uε(A).

Îáîçíà÷åíèå: lim
x→a+0

f(x) = A; f(x) −→
x→a+0 A.

Åñëè a = 0, âìåñòî 0 + 0 ïðèíÿòî ïèñàòü +0. Íàïðèìåð: lim
x→+0

sign(x) = 1.

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòå ïðåäåë ñëåâà.
Çàäà÷à 3. Ïðèäóìàéòå ïðèìåð ôóíêöèè, êîòîðàÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
a) èìååò òîëüêî îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû;
b) èìååò òîëüêî îäèí îäíîñòîðîííèé ïðåäåë;
c) èìååò ñëåâà êîíå÷íûé ïðåäåë, à ñïðàâà áåñêîíå÷íûé.
Çàäà÷à 4. Îïðåäåëèòå ïðåäåëû ñïðàâà è ñëåâà ïî Ãåéíå.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå:

∃ lim
x→a

f(x) = A ⇔ ∃ lim
x→a+0

f(x) = A & ∃ lim
x→a−0

f(x) = A.

Çàäà÷à 6. ×òî åùå ÷åìó ýêâèâàëåíòíî?

À ñëåâà è ñïðàâà, â êàíàâå è â ÿìå �

È äåíüãè, è ñëàâà, è ñ÷àñòüå ãîðñòÿìè.

Ïðèìå÷àíèå: îöåíêà ¾îòëè÷íî¿ ñòàâèòñÿ çà ðåøåíèå ÂÑÅÕ çàäà÷, íà ¾õîðîøî¿ äîñòàòî÷íî
ðåøèòü 7 ïóíêòîâ, íà ¾óäîâëåòâîðèòåëüíî¿ � 5.


