
Ëèñòîê 15+ε

ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÜ

ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ (ïîèìêè ëüâà â ïóñòûíå). Çàìåòèì, ÷òî ñâÿçíîñòü òåëà ëüâà âî
âñÿêîì ñëó÷àå íå ìåíüøå, ÷åì ñâÿçíîñòü òîðà. Ïåðåâîäèì ïóñòûíþ â ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ñîãëàñíî ðàáîòå [1], â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî íåïðåðûâíûì îáðàçîì âûïîëíèòü òàêóþ äåôîðìà-
öèþ, ÷òî ïî âîçâðàùåíèè â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ëåâ îêàæåòñÿ çàâÿçàííûì â óçåë. Â òàêîì
ñîñòîÿíèè îí áåñïîìîùåí.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè ∃ lim
x→a

f(x) = f(a). C(a) � ìíî-

æåñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå a.
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà (íåïðåðûâíîé ñëåâà) â òî÷êå a, åñëè

∃ lim
x→a+0

f(x) = f(a) (∃ lim
x→a−0

f(x) = f(a)).

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè ôóíêöèÿ f â òî÷êå a èìååò ïðåäåëû ñïðàâà è ñëåâà, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé,

ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå a ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà. Åñëè ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà

ñîâïàäàþò (íî íå ðàâíû çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå a èëè ôóíêöèÿ â ýòîé òî÷êå íå îïðå-

äåëåíà), òî òàêîé ðàçðûâ (ïåðâîãî ðîäà, êîíå÷íî) íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìûì. Íàïðèìåð,

|sign(x)| â òî÷êå 0. Åñëè æå ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà ðàçëè÷íû, ãîâîðÿò î íåóñòðàíèìîì
ðàçðûâå. Íàïðèìåð, sign(x) â òî÷êå 0.

Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, íî ïî

êðàéíåé ìåðå îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò î ðàçðûâå âòî-
ðîãî ðîäà. Íàïðèìåð, tg x â òî÷êå π/2.

Çàäà÷à 1. Îïðåäåëèòå íåïðåðûâíóþ íà ìíîæåñòâå M ôóíêöèþ.1 Îáîçíà÷åíèå: f(x) ∈ C(M). Ýòà
çàäà÷à õèòðåå, ÷åì êàæåòñÿ!

Çàäà÷à 2. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ñëåâà íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè. Âåðíî ëè, ÷òî

òàêàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b)?
Çàäà÷à 3. Ïóñòü f, g ∈ C(a) è α, β ∈ R. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ôóíêöèè: αf + βg, fg, f/g?
Çàäà÷à 4. Ïóñòü f ∈ C(a),
a) äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(a) > 0, òî ∃δ > 0 : ∀x ∈ Uδ(a) f(x) > 0.
b) äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, â êîòîðîé f îãðàíè÷åíà. ×òî òàêîå îãðàíè-

÷åííîñòü íà ìíîæåñòâå?

c) (çàìåíà ïåðåìåííîé) äîêàæèòå, ÷òî åñëè lim
x→b

g(x) = a, òî f ◦ g îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè b è lim
x→b

f ◦ g(x) = f(lim
x→b

g(x)) = f(a). Ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé (f ◦ g)(x) = f(g(x)).

Çàäà÷à 5.

a) Äîêàæèòå, ÷òî x ·D(x) ∈ C(0) è ðàçðûâíà âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ R.
b) Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé òîëüêî â äåâÿíîñòî îäíîé òî÷êå.

c) Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [0, 1] è èìåþùåé ñ÷åòíîå ÷èñëî ðàçðûâîâ

âòîðîãî ðîäà.

d) Ïîñòðîéòå ïðèìåð âñþäó ðàçðûâíîé ôóíêöèè, êâàäðàò êîòîðîé âñþäó íåïðåðûâåí.

Çàäà÷à 6∗. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ íà R, íåïðåðûâíóþ òîëüêî â òî÷êàõ

a) 0, 1, 1
2 , 1

3 , . . . ; b) 1, 1
2 , 1

3 , . . . ; c) π, π2, π3 . . . ; d) 1,
√

2,
√

3 . . . .
Çàäà÷à 7. (Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ Êàíòîðà, íàïîìèíàíèå.) Ïóñòü I1, . . . , In, . . . � ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ, ò. å. I1 ⊇ I2 ⊇ . . . Òîãäà ñóùåñòâóåò c ∈ R, ïðèíàäëåæàùåå âñåì Ik, ò.

å.
∞⋂

k=1

Ik 6= ∅.

Îïðåäåëåíèå 5. Íàçîâåì ñèñòåìó ìíîæåñòâ Ik ⊂ R, k ∈ A ïîêðûòèåì M ⊆ R, åñëè M ⊆
⋃

k∈A

Ik.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâî M ⊆ R íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîãî íàáîðà èíòåðâàëîâ,

îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå M , ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ, ïî-ïðåæíåìó îá-

ðàçóþùèõ ïîêðûòèå M.

1Ìû âàì íå ñêàæåì, ÷òî ýòî òà, êîòîðóþ ìîæíî íàðèñîâàòü, íå îòðûâàÿ êàðàíäàø îò áóìàãè.



Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî

a) îòðåçîê êîìïàêòåí; b) èíòåðâàë íå êîìïàêòåí; c) ïîëóèíòåðâàë íå êîìïàêòåí.

Çàäà÷à 9.

a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ∈ C[a, b] è f ïðèíèìàåò íà êîíöàõ îòðåçêà íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ,

òî ñóùåñòâóåò òî÷êà îòðåçêà [a, b], â êîòîðîé f îáðàùàåòñÿ â íóëü.

b) (Òåîðåìà Áîëüöàíî î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.) Ïóñòü f ∈ C[a, b] è â êàêèõ-òî òî÷êàõ îòðåçêà f
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ζ è ξ. Òîãäà f ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó ζ è ξ.
Çàäà÷à 10.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, îãðàíè÷åíà íà íåì.

b) Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷å-

íèÿ.

c) Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå, îãðàíè÷åíà íà íåì?

Çàäà÷à 11. Ïóñòü f : Df → R � âëîæåíèå (òî åñòü ðàçëè÷íûì x1, x2 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå

f(x1), f(x2)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ef ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f . Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà

g : Ef → R òàêàÿ, ÷òî g◦f(x) = f◦g(x) = x. Ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè f . Îáîçíà÷åíèå:
g = f−1.

Îïðåäåëåíèå 7. Ìîíîòîííîé ôóíêöèåé f íà ìíîæåòñâå M íàçîâåì òàêóþ îïðåäåëåííóþ âñþäó íà M
ôóíêöèþ, ÷òî ∀x, y (x < y) ⇒ (f(x) < f(y)).

Çàäà÷à 12.

a) Ïóñòü f ∈ C[a, b] è ñòðîãî ìîíîòîííà íà [a, b]. Òîãäà f èìååò îáðàòíóþ, îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå ñ

êîíöàìè â f(a) è f(b), ïðè÷åì f−1 íåïðåðûâíà.

b) Ïóñòü f ∈ C[a, b] è èìååò îáðàòíóþ. Òîãäà f ñòðîãî ìîíîòîííà íà [a, b].
Çàäà÷à 13. Ïóñòü f(x) ∈ C[a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî

a) |f(x)| ∈ C[a, b]; b) fc(x) ∈ C[a, b], ãäå fc(x) =


c, f(x) > c
f(x), |f(x)| 6 c
−c, f(x) < −c

Çàäà÷à 14∗.
a) Äîêàæèòå, ÷òî ∀f ∈ C[a, b], ∀ε > 0 íàéäóòñÿ òàêîå ïîêðûòèå èíòåðâàëàìè {In} è òàêàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {an} ∈ R, ÷òî ∀x ∈ [a, b] |f(x)−
∑
n

anIIn(x)| < ε.

b) Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé?

c) Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ íà R ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî ðàçðûâîâ.

Òåïåðü íåñêîëüêî óïðàæíåíèé.

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî

a) tg x ∈ C(17); b) ∀a ∈ R f0(x) 6∈ C(1), ãäå f0(x) =

{
a, x = 1

1
x− 1 , x 6= 1

;

c) ∀m ∈ N Pm(x) ∈ C(91), ãäå Pm(x) = amxm + am−1x
m−1 + · · ·+ a0; a0, a1, . . . , am ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 8. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ðèìàíà R(x) =
{

0, x 6∈ Q
1
n , x = m

n , ãäå m
n � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü.

Çàäà÷à 16. Íàéäèòå âñå òî÷êè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f , åñëè

a) f(x) = x; b) f(x) = 1
x2 ; c∗) f(x) =

{
0 x = 0
xn sinxm x 6= 0, m, n ∈ Z;

d) f(x) =

{
1 x = 0
sinx

x x 6= 0
; e) f(x) = D(x) (ôóíêöèÿ Äèðèõëå); f) f(x) = R(x) (ôóíêöèÿ Ðèìàíà).

Çàäà÷à 17. Ïðåäúÿâèòå îòðåçêè, íà êîòîðûõ ñóùåñòâóþò îáðàòíûå ê sinx, cos x, tg x, ctg x. Ïîñòðîéòå
ãðàôèêè.

Ëèøü ó ñàìîãî ðàçðûâà ÿ íåëàäíîå çàìåòèë...


