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ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÀß È ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀË
...íå ìîæåò îòäàòü íè îäíîãî ãðàììà, èáî âñå ýòè ãðàììû åìó àáñîëþòíî íåîáõîäèìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ïðîèçâîäíûõ...

¾Ôèçèêè øóòÿò¿
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è x � ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà èç ýòîé îêðåñòíîñòè. Òîãäà åñëè âûðàæåíèå f(x)−f(x0)
x−x0

èìååò ïðåäåë ïðè x → x0, òî ýòîò

ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 (îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x0), f ′(x)|x=x0).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ëåâîé (ïðàâîé) ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è

x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýòîé ïîëóîêðåñòíîñòè. Òîãäà åñëè âûðàæåíèå f(x)−f(x0)
x−x0

èìååò ëåâûé

(ïðàâûé) ïðåäåë ïðè x → x0, òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ëåâîé (ïðàâîé) ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

f(x) â òî÷êå x0 (îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x0 − 0) (f ′(x0 + 0))).
Åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå è â êàæäîé åãî òî÷êå ñóùåñòâóåò åå ïðîèçâîäíàÿ, òî

ýòà ïðîèçâîäíàÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà äàííîì ïðîìåæóòêå (îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x)).
Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì ôóíêöèþ f(x) áåñêîíå÷íî ìàëîé â íåêîòîðîé òî÷êå a, åñëè åå ïðåäåë â ýòîé

òî÷êå åñòü 0. Îáîçíà÷åíèå: f(x) = o(1) ïðè x → a. Çàïèñü f(x) = o(g(x)) îáîçíà÷àåò, ÷òî f(x)
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ¾åùå áûñòðåå, ÷åì g(x)¿, à èìåííî lim

x→a

o(g(x))
g(x) = 0. Ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî

o(g(x)) íå åñòü ôóíêöèÿ o îò àðãóìåíòà g(x). o(g(x)) � ýòî îáùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèé

îò x, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ â òî÷êå a ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî o(g(x)) = g(x)o(1).
Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöè-

ðóåìîé â ýòîé òî÷êå, åñëè åå ïðèðàùåíèå ∆y = f(x0 +∆x)−f(x0), ∆x = x−x0, ïðåäñòàâèìî â

âèäå ∆y = A∆x+o(∆x) (ïðè ∆x → 0). Ñëàãàåìîå A∆x íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè

f(x) â òî÷êå x0 (îáîçíà÷àåòñÿ df(x0) èëè dy).
Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå (a, b) è èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′(x) â êàæäîé

åãî òî÷êå. Åñëè ôóíêöèÿ f ′(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0 ∈ (a, b), òî îíà íàçûâàåòñÿ

âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 (îáîçíà÷àåòñÿ f ′′(x0) èëè f (2)(x0)). Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿäêà f (n)(x0).

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà1, êîãäà ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàë,

ïðè÷åì A = f ′(x0).
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â íåé.

Çàäà÷à 3. ∃f ′(x0 − 0) = f ′(x0 + 0) ⇔ ∃f ′(x0).
Çàäà÷à 4. Âûâåäèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) èìåþò ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x0, à c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Äîêàæèòå,

÷òî â òî÷êå x0 ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

a) (cf)′ = c · f ′; (f + g)′ = f ′ + g′;
b) (fg)′ = f ′g + fg′;

c) (f
g )′ = f ′g−fg′

g2 .

Çàäà÷à 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ z = g(y) èìååò ïðîèçâîäíóþ
â òî÷êå y0 = f(x0). Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ h(x) = g(f(x)) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0,

ïðè÷åì h′(x0) = g′(y0)f ′(x0).
Çàäà÷à 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíîòîííà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è èìååò

â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíóþ f ′(x0). Òîãäà è îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå y0 = f(x0),
ïðè÷åì (f−1)′(y0) = 1/f ′(x0).
Çàäà÷à 8. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé íà èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

a) y = c (c = const); b) y = x; c) y = xn (n ∈ N);
d) y = x−n (n ∈ N); e) y = n

√
x (n ∈ N); f) y = sinx;

g) y = cos x; h) y = loga x (a > 0, a 6= 1); i) y = ex;

j) y = ax (a > 0); k) y = xa (a ∈ R); l) y = arcsinx;
m) y = arctg x.
Çàäà÷à 9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà R è

a) äèôôåðåíöèðóåìîé òîëüêî â îäíîé òî÷êå;

b) íåïðåðûâíîé âñþäó, à äèôôåðåíöèðóåìîé âñþäó, êðîìå îäíîé òî÷êè;

c∗) âñþäó íåïðåðûâíîé, íî íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìîé.

È ÿ, ïî ëîêîòü çàñó÷èâøè ðóêàâà,
Ñàæóñü ñåäüìóþ ïðîèçâîäíóþ ñ÷èòàòü....

1Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî òîëüêî äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.


