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¾Áîã ñîçäàë íàòóðàëüíûå ÷èñëà, âñå ïðî÷åå � äåëî ðóê ÷åëîâåêà¿

Ëåîïîëüä Êðîíåêåð

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ñ÷èòàòü äàííûì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {1, 2, . . .} ñ îáû÷íûìè

îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ . Òî åñòü êàæäîé ïàðå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b) ñîïîñòàâëåíû
íàòóðàëüíîå ÷èñëî a + b è íàòóðàëüíîå ÷èñëî a · b.

Ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë Zíàçîâåì ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

• Z = N ∪ {0} ∪ N−, 0 /∈ N−

Ýëåìåíòû N íàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè , à ýëåìåíòû N− � îòðèöàòåëüíûìè .

• Äëÿ ëþáîãî z ∈ Z íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò (−z) ∈ Z, íàçûâàåìûé ïðîòèâîïîëîæíûì , ÷òî

z + (−z) = 0, ïðè÷åì ïðîòèâîïîëîæíûìè ê îòðèöàòåëüíûì ÷èñëàì ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå.

Äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ Z

1) a + b = b + a

2) (a + b) + c = a + (b + c)

3) a + 0 = a

4) a · b = b · a

5) (a · b) · c = a · (b · c)

6) a · 1 = a

7) (a + b) · c = a · c + b · c

Äàëåå â ýòîì ëèñòî÷êå âñå ñòðî÷íûå áóêâû, êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àþò öåëûå ÷èñëà.

Çàäà÷à 1.

a) Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü íóëÿ: åñëè äëÿ ëþáîãî x âûïîëíåíî x + 0 = x è x + 0′ = x, òî
0 = 0′.

b) Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü åäèíèöû.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ââåäåì îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ : x− y = x + (−y).

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå äëÿ ëþáûõ x, y, z:
a) 0 = (−0);
b) x · 0 = 0;
c) (−1) · x = (−x);
d) (−x) · y = x · (−y) = (−1) · x · y;
e) (x− y) · z = (x · z)− (y · z).

Îïðåäåëåíèå 3. Ãîâîðÿò, ÷òî a ìåíüøå b (îáçíà÷àåòñÿ a < b), åñëè a − b îòðèöàòåëüíî; a áîëüøå b
(îáçíà÷àåòñÿ a > b), åñëè a− b ïîëîæèòåëüíî.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå äëÿ ëþáûõ a, b, c:
a) a < b ⇔ a + c < b + c;
b) a < b ⇒ a · n < b · n, ãäå n ∈ N;
c) a < b è b < c ⇒ a < c.



Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëî a äåëèòñÿ íà ÷èñëî b 6= 0 (îáîçíà÷àåòñÿ a ··· b), åñëè íàéäåòñÿ òàêîå c ∈ Z, ÷òî
a = bc. b íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì a, à c � ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ a íà b.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a äåëèòñÿ íà b è b äåëèòñÿ íà c, òî a äåëèòñÿ íà c.

Îïðåäåëåíèå 5. Ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì ÷èñëî a íà ÷èñëî b îçíà÷àåò ïðåäñòàâèòü ÷èñëî a â âèäå a = bq+r,
ãäå 0 ≤ r < b. ×èñëî r íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì , à q íåïîëíûì ÷àñòíûì .

Çàäà÷à 6. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b è c
a) a ··· c è b ··· c, òî a± b ··· c;
b) a 6 ··· c è b 6 ··· c, òî a± b 6 ··· c;
c) a 6 ··· c è b ··· c, òî a± b 6 ··· c;
d) ab ··· c, òî èëè a ··· c èëè b ··· c;
e) ab 6 ··· c, òî a 6 ··· c è b 6 ··· c?

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 9191 íà 8.

Çàäà÷à 8. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà:

a) 2, 4, 8;
b) 3, 9;
c) 5, 10;
d) 11.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå ïðèçíàê äåëèìîñòè: åñëè ñóììà öèôð ÷èñëà äåëèòñÿ íà 27, òî

è ñàìî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 27.

Çàäà÷à 10. Â ÷èñëå ïåðåñòàâèëè ìåñòàìè öèôðû, è îêàçàëîñü, ÷òî îíî óìåíüøèëîñü â òðè ðàçà. Äîêà-

æèòå, ÷òî èñõîäíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 27.

Çàäà÷à 11. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî, äàþùåå ïðè äåëåíèè íà 3, 7, 9, 11 îñòàòêè 2, 6, 8, 10
ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðèíöèï Äèðèõëå. Åñëè â k êëåòêàõ ñèäÿò k+1 êðîëèêîâ, òî õîòÿ áû â îäíîé êëåòêå

ñèäèò áîëåå îäíîãî êðîëèêà.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ n + 1 ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü äâà, ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà n.
Âåðíî ëè ýòî äëÿ ñóììû?

Çàäà÷à 13. Èçâåñòíî, ÷òî a2 äåëèòñÿ íà a− b. Äîêàæèòå, ÷òî è b2 äåëèòñÿ íà a− b.

Çàäà÷à 14. ×èñëà a è b öåëûå, ïðè÷¼ì 2a + 3b äåëèòñÿ íà 7. Äîêàæèòå, ÷òî a + 5b òàêæå äåëèòñÿ íà 7.


