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¾Òîãî æå, êòî âàñ çàìîðî÷èë èíîé ïðîãðàììîé,
ß âèäåë! Îí äàâå÷à øåë ïî ïðîñïåêòó ñ äàìîé,
Ëèêîì ëîñíÿñü, êàê âÿëåíûé ëåù.¿

Ìèõàèë Ùåðáàêîâ

Èäåÿ: âñå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèè. Öèêëû è ïåðåìåííûå � áëàæü.

Íàïîìèíàíèå 1 (íåôîðìàëüíîå). Ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî, êîòîðîå êàæäîìó àðãóìåíòó ñòà-
âèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå çíà÷åíèå . Íàïðèìåð, sign(x) ðàâíî 1 äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë,
−1 äëÿ îòðèöàòåëüíûõ è 0 äëÿ 0. Îñîáî ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ó íàñ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ñâîèõ
àðãóìåíòîâ, ÷åãî íå ñêàæåøü, íàïðèìåð, î ôóíêöèè random(n) ÿçûêà Pascal.

Íàïîìèíàíèå 2. Óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé (x, y) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {x, {x, y}}. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåì, ÷òî îäèí ýëåìåíò âûäåëåí êàê ïåðâûé. Óïîðÿäî÷åííîé òðîéêîé (x, y, z)
íàçîâåì ïàðó (x, (y, z)). È òàê äàëåå.

Çàäà÷à 1. Ïðèäóìàéòå äðóãèå ñïîñîáû ôîðìàëüíî âûäåëèòü ïåðâûé ýëåìåíò â äâóõýëåìåíòíîì ìíî-
æåñòâå. Ïðèäóìàéòå äðóãèå îïðåäåëåíèÿ òðîéêè.

Çàäà÷à 2. Äàéòå áîëåå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå n-êè (ïî èíäóêöèè).

Îïðåäåëåíèå 1. Êîðòåæ èç n ýëåìåíòîâ � ýòî n-êà. Ñëåäóÿ ïðèìåðó Âëàäèìèðà Àíäðååâè÷à Óñïåí-
ñêîãî, áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ýòîãî ñëîâà (î ïðè÷èíå ñì. ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå).

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèþ îò k ýëåìåíòîâ ëåãêî îïðåäåëèòü êàê ôóíêöèþ îäíîãî àðãóìåíòà, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ êîðòåæåì èç k ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 3. Òèïû � ýòî ìíîæåñòâà, çíà÷åíèÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàþò ôóíêöèè è èõ àðãóìåíòû.
Çàôèêñèðóåì òèï âåùåñòâåííûõ ÷èñåë real , öåëûõ � integer . Ââåäåì ëîãè÷åñêèé òèï (boolean),
ñîñòîÿùèé èç çíà÷åíèé èñòèíà (îáîçíà÷àåòñÿ 1) è ëîæü (îáîçíà÷àåòñÿ 0). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ñîîòâåñòâóþùåãî òèïà. Íàïðèìåð, òèï àðãóìåíòà è
ðåçóëüòàòà ôóíêöèè sqrt(x) (êâàäðàòíûé êîðåíü) � real, îäíàêî sqrt(−1.5) ñìûñëà íå èìååò.1

Îïåðàöèè âïîëíå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ îò äâóõ àðãóìåíòîâ
+ âîçâðàùàåò èõ ñóììó. Îòíîøåíèÿ <, >, = òàê æå ìîæíî ïîíèìàòü êàê ôóíêöèè, êîòîðûå ïî äâóì
÷èñëàì ïðèíèìàþò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿ èëè ¾ëîæü¿.

Ôóíêöèè ïðèíÿòî ïèñàòü ñëåâà îò çàêëþ÷åííûõ â ñêîáêè àðãóìåíòîâ, íî, ñëåäóÿ òðàäèöèè, îïåðàöèè
è îòíîøåíèÿ áóäåì çàïèñûâàòü â ïðèâû÷íîé ôîðìå, ñ÷èòàÿ ïðèîðèòåòû ñòàíäàðòíûìè. Íàïðèìåð,
¾+(2, ·(3, 4))¿ åñòü ¾2 + 3 · 4¿.

Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì çàäàíû âñå ïðèâû÷íûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè: +, −, ·, /, sin, cos
è ò.ä. Òàêæå â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ ôóíêöèè îò àðãóìåíòîâ ëîãè÷åñêîãî òèïà: &, ∨, ¬...

Çàäà÷à 3. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé &, ∨, ¬ íà âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ (òî åñòü
íà âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèÿõ 0 è 1).

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ: a) 3/6 + 4/8; b) 2 · 2 = 4.

Òåïåðü ìû áóäåì ïèñàòü ôóíêöèè, êîòîðûå âû÷èñëÿþò ÷òî-íèáóäü ñîäåðæàòåëüíîå. Íàïðèìåð, ôóíê-
öèÿ äëÿ óäâîåíèÿ ÷èñëà âûãëÿäèò òàê: f(x) = 2 · x. Ìû ðàçðåøàåì èñïîëüçîâàíèå êîíñòàíò. Ïîìíèòå,
÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ôóíêöèè.

1Òåðïåíèå, ìû è íå òàêîìó, ìû äåëèòü íà 0 íàó÷èìñÿ!



Çàäà÷à 5. Íàïèøèòå
a) ôóíêöèþ, êîòîðàÿ óìåíüøàåò ÷èñëî â äâà ðàçà;
b) ôóíêöèþ îò äâóõ àðãóìåíòîâ ëîãè÷åñêîãî òèïà, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò èñòèííîå çíà÷åíèå

òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè àðãóìåíòû ðàâíû (èñïîëüçóéòå òîëüêî &, ∨, ¬).

Îïðåäåëåíèå 5. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ if-then-else îò òðåõ àðãóìåíòîâ. Ïåðâûé àðãóìåíò èìååò ëîãè-
÷åñêèé òèï. Â ñëó÷àå, åñëè îí ðàâåí 1, ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò âòîðîé àðãóìåíò, èíà÷å � òðåòèé. Òèï
ðåçóëüòàòà ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ òèïîì âòîðîãî è òðåòüåãî àðãóìåíòîâ.

Çàäà÷à 6. Íàïèøèòå ôóíêöèþ max(x, y), êîòîðàÿ èç äâóõ ÷èñåë âûáèðàåò íàèáîëüøåå.

Çàäà÷à 7. Òî æå äëÿ òðåõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 6. Äîáàâèì âîçìîæíîñòü ðåêóðñèè , òî åñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ÷åðåç ñåáÿ. Íàïðèìåð,
g(n) = if (n > 0) then n · g(n− 1) else 1 � ôóíêöèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèàëà.

Çàäà÷à 8. Ðåàëèçóéòå ôóíêöèè:
a) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è;
b) äëÿ âû÷èñëåíèÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ);
c) äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄà;
d) äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÊà;
e) äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ÷èñëà íà ïðîñòîòó (ñ÷èòàåì çàäàííîé ôóíêöèþ âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà);
f) äëÿ ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ;
g) åùå äëÿ ÷åãî-íèáóäü ïîëåçíîãî.

Hint: Ï îìíèòå, ÷òî ÷àñòî ñíà÷àëà ïðèäåòñÿ îïðåäåëèòü ïðîìåæóòî÷íûå ôóíêöèè.

Ñïèñêè (ëó÷øå ïðî÷òèòå ïðî òèïû � ýòî èíòåðåñíåé)

Îïðåäåëåíèå 7. Òåïåðü íàì ïîíàäîáÿòñÿ ðåêóðñèâíûå ñòðóêòóðû äàííûõ. Ñïèñîê � ýòî êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ îäíîãî òèïà (ïîäóìàéòå, êàê ñêàçàòü ýòî áîëåå ñòðîãî). Íàïðèìåð,
[1, 2, 3, 4, 5] èëè [¾èñòèíà¿, ¾ëîæü¿, ¾ëîæü¿]. Ïóñòü íàì çàäàíû êîíñòàíòà nil (ïóñòîé ñïèñîê) è ôóíê-
öèÿ ::, êîòîðàÿ ïî çíà÷åíèþ x è ñïèñêó L ïîëó÷àåò ñïèñîê x :: L, â êîòîðîì x äîáàâëåí â íà÷àëî L. nil
è :: íàçûâàþòñÿ êîíñòðóêòîðàìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ñîçäàòü ëþáîé ñòèñîê.
Íàïðèìåð, [1, 2, 3, 4, 5] åñòü êðàòêàÿ çàïèñü 1 :: 2 :: 3 :: 4 :: 5 :: nil, à [¾èñòèíà¿, ¾ëîæü¿, ¾ëîæü¿] íà
ñàìîì äåëå âûãëÿäèò êàê ¾èñòèíà¿::¾ëîæü¿::¾ëîæü¿:: nil. Áóäåì îáîçíà÷àòü òèï ñïèñêà T list, ãäå T
� òèï ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, real list.

Îïðåäåëåíèå 8. Ââåäåì åùå òðè ôóíêöèè: isnil(L) ïðèíèìàåò èñòèííîå çíà÷åíèå íà ïóñòîì ñïèñêå è
ëîæíîå â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, head(L) âîçâðàùàåò ïåðâûé ýëåìåíò íåïóñòîãî ñïèñêà, à tail(L) � åãî
õâîñò, òî åñòü âñå áåç ïåðâîãî ýëåìåíòà.

Çàäà÷à 9. Âû÷èñëèòå isnil(nil), isnil(x :: L), head(x :: L), tail(x :: L), head(nil) ãäå x � íåêîòîðûé
ýëåìåíò, à L � ñïèñîê ýëåìåíòîâ òîãî æå òèïà.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïèñàòü ôóíêöèè äëÿ ðàáîòû ñî ñïèñêàìè. Íàïðèìåð, òàê ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïîèñê
ýëåìåíòà: search(x, L) = if isnil(L) then 0 else if head(L) = x then 1 else search(x, tail(L)).

Çàäà÷à 10. Ðåàëèçóéòå:
a) ñëèÿíèå äâóõ ñïèñêîâ;
b) ôóíêöèþ, ìåíÿþùóþ ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ ñïèñêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé;
c) ðàçäåëåíèå ñïèñêà íà äâà;
d) ñëèÿíèå äâóõ îòñîðòèðîâàííûõ ñïèñêîâ â îäèí îòñîðòèðîâàííûé;
e) ñîðòèðîâêó ñëèÿíèåì;
f) êàêîé-íèáóäü äðóãîé àëãîðèòì ñîðòèðîâêè;
g) åùå ÷òî-íèáóäü ïîëåçíîå.

Çàäà÷à 11. * Ðåàëèçóéòå òî æå ñàìîå íà ÿçûêå Pascal è ñðàâíèòå.
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¾Óéìèñü, íå ãðåìè êàíäàëàìè, òåáå ïîâåçåò, ïîâåçåò.
Â òâîåé ïîäíåáåñíîé ïðîãðàììå íèêòî íè÷åãî íå ïîéìåò.¿

Ìèõàèë Ùåðáàêîâ

Òèïû (ëó÷øå ïðî÷òèòå ïðî ñïèñêè � ýòî ïîëåçíåé)

Çàäà÷à 12. Êàêîé òèï èìååò êîðòåæ èç äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë?

Îïðåäåëåíèå 9. Äëÿ îáîçíà÷àíèÿ òèïà êîðòåæà áóäåì â ñêîáêàõ ïåðå÷èñëÿòü òèïû åãî ýëåìåíòîâ. Íà-
ïðèìåð, (real, real).

Çàäà÷à 13. Íàïèøèòå òèïû àðãóìåíòîâ ðåàëèçîâàííûõ âàìè ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 10. Òèïîì ôóíêöèè íàçîâåì òèï åå àðãóìåíòà è òèï åå çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, òèï ôóíê-
öèè max çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå (real, real) −→ real.

Çàäà÷à 14. Çàïèøèòå òèïû ðåàëèçîâàííûõ âàìè ôóíêöèé.

Èäåÿ! Ôóíêöèè òîæå ìîãóò áûòü àðãóìåíòàìè. Êñòàòè, ýòî åñòü â ÿçûêå Pascal. Ôóíêöèè ìîãóò áûòü
ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé! Ýòî åñòü â íåêîòîðûõ äðóãèõ ÿçûêàõ. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôóíê-
öèþ (max(x)) (y) òèïà real −→ (real −→ real). Ïðè òàêîì ïîðÿäêå âû÷èñëåíèé ïðèíÿòî îïóñêàòü
ñêîáêè è ïèñàòü max x y. Äðóãèìè ñëîâàìè, max 3 y åñòü ôóíêöèÿ îò îäíîãî àðãóìåíòà y, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò ìàêñèìóì y è êîíñòàíòû 3. Óðà, òåïåðü íàì íå íóæíû êîðòåæè! Ïîêà.

Çàäà÷à 15. Íàïèøèòå òèïû ðåàëèçîâàííûõ âàìè ôóíêöèé áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîðòåæåé.

Ýíåðãè÷íûå è ëåíèâûå âû÷èñëåíèÿ (õîòèòå âû÷èñëÿòü ëåíèâî?)

Îïðåäåëåíèå 11. Ðàññìîòðèì òàêóþ ïðîãðàììó:

f(x,y) = if (x=0) then 0

else y

g(x) = g(x)+1

f(0,g(1))

×åìó áóäåò ðàâíî âûðàæåíèå f(0, g(1))? Ïðè ýíåðãè÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ ñíà÷àëà ïîëó÷àþò çíà÷åíèÿ
àðãóìåíòîâ ôóíêöèè, çàòåì âû÷èñëÿþò ñàìó ôóíêöèþ. Òàêèì îáðàçîì íàøà ïðîãðàììà çàöèêëèâà-
åòñÿ. Ðåçóëüòàò ìîæíî ñ÷èòàòü íåîïðåäåëåííûì. Ïðè ëåíèâûõ âû÷èñëåíèÿõ çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ
âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè äåéñòâèòåëüíî ïîíàäîáÿòñÿ. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî f(0, g(1))
åñòü 0.

Çàäà÷à 16. Êàêèå âû÷èñëåíèÿ èìåþò ìåñòî â ÿçûêå Pascal?

Ëåíèâûå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàáîòû ñ áåñêîíå÷íûìè äàííûìè. Íàïðèìåð, ëåãêî
ïîëó÷èòü ñïèñîê êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

getSquare(n)=(n*n)::getSquare(n+1)

getSquare(1)

Áîëåå ñëîæíûé è ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð � ïîèñê ïðîñòûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ðåøåòà Ýðàòîñôåíà:
Ôóíêöèÿ, ïîðîæäàþùàÿ ñïèñîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

getList(n)=n::getList(n+1)



Ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò 1, åñëè ïåðâûé àðãóìåíò åñòü äåëèòåëü âòîðîãî è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:

isDivisor(x,y)=if (y mod x = 0) then 1

else 0

Ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäàëÿåò èç ñïèñêà âñå ýëåìåíòû, êðàòíûå ïåðâîìó àðãóìåíòó:

delete(x,L)=if isnil(L) then L

else if isDivisor(x,head(L)) then delete(x,tail(L))

else head(L)::delete(x,tail(L))

Îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ � ðåøåòî Ýðàòîñôåíà:

main(L)=if isnil(L) then L

else head(L)::main(delete(head(L),tail(L))

À òåïåðü çàïóñêàåì âû÷èñëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë:

main(getList(2))

Çàäà÷à 17. Ðåàëèçóéòå:
a) äðóãîé àëãîðèòì ïîèñêà ïðîñòûõ ÷èñåë;
b) âû÷èñëåíèå âñåõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë;
c) âû÷èñëåíèå ÷èñëà e, òî åñòü ôóíêöèþ, ïîðîæäàþùóþ ñïèñîê

x0 :: x1 :: . . . :: xn :: . . . , ãäå

xn =
n∑

k=0

1
k!
;

d) ïîèñê âñåõ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë;
e) åùå ÷òî-íèáóäü èíòåðåñíîå.


