
Ëèñòîê �3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ

9 êëàññ Äàòà âûäà÷è ëèñòêà: 14.10.02.

¾Íàâåðíîå, êàæäîìó ïðèõîäèëîñü âûñòðàèâàòü â ðÿä êîñòÿøêè äîìèíî. Òîëêíåøü ïåð-

âóþ � îíà ïîâàëèò âòîðóþ, òà � òðåòüþ è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà íå óïàäóò âñå.¿

È. Ñ. Ðóáàíîâ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïóñòü äàíà áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà óòâåð-

æäåíèé, ïðîíóìåðîâàííûõ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè: A1, A2, A3, . . .. Êàæäîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ìîæåò
áûòü ëèáî èñòèííûì, ëèáî ëîæíûì. Ïóñòü èçâåñòíî:

1) (Áàçèñ èíäóêöèè) óòâåðæäåíèå A1 èñòèííî;

2) (Øàã èíäóêöèè) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n èç èñòèííîñòè An ñëåäóåò èñòèííîñòü An+1.

Òîãäà âñå óòâåðæäåíèÿ An èñòèííû.

Âíèìàíèå: âñå çàäà÷è ýòîãî ëèñòêà òðåáóåòñÿ äîêàçûâàòü ïðè ïîìîùè ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èí-

äóêöèè. Òî åñòü òðåáóåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü áàçèñ èíäóêöèè è äîêàçàòü åãî èñòèííîñòü, çàòåì ñôîðìó-

ëèðîâàòü øàã èíäóêöèè è äîêàçàòü åãî èñòèííîñòü.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü:

a) 1 + 2 + . . . + n = n(n+1)
2 ;

b) 12 + 22 + . . . + n2 = n(n+1)(2n+1)
6 ;

c) 13 + 23 + . . . + n3 =
(

n(n+1)
2

)2
.

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü ôîðìóëû äëÿ ñóììû ïåðâûõ n ÷ëåíîâ

a) àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñèè;

b) ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Çàäà÷à 3. Íàéòè ñóììû:

a) 1 · 2 + 2 · 3 + . . . + (n− 1) · n ;

b) 1
1·2 + 1

2·3 + . . . + 1
n·(n+1) ;

c) *
n∑

k=1
(k · k!) .

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n:
a) n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 ··· 9;
b) 32n+2 + 8n− 9 ··· 16;
c) * abn + cn + d ··· m, åñëè a + d ··· m, (b− 1)c ··· m, (b− 1)a + c ··· m .

Çàäà÷à 5. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé äåëÿò ïëîñêîñòü n ïðÿìûõ, èç êîòîðûõ íèêàêèå äâå íå ïàðàëëåëüíû è

íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå?

Çàäà÷à 6. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ïðÿìûõ. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîñêîñòü ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà

öâåòà òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå îáëàñòè (ò. å. îáëàñòè, èìåþùèå îáùèé îòðåçîê) áûëè çàêðàøåíû ðàçíûìè

öâåòàìè.

Çàäà÷à 7. (¾Õàíîéñêàÿ áàøíÿ¿) Åñòü ïèðàìèäêà, ñîñòîÿùàÿ èç ñòåðæíÿ è n êîëåö ðàçíîãî ðàçìåðà,

ñëîæåííûõ òàê, ÷òî ìåíüøåå ëåæèò íà áîëüøåì, è åùå äâà òàêèõ æå ñòåðæíÿ. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåêëà-

äûâàòü âåðõíåå êîëüöî ñ ëþáîãî ñòåðæíÿ íà ëþáîé äðóãîé, íî ïðè ýòîì çàïðåùàåòñÿ êëàñòü áîëüøåå

êîëüöî íà ìåíüøåå. Äîêàçàòü:

a) Ìîæíî ïåðåëîæèòü âñå êîëüöà íà îäèí èç ïóñòûõ ñòåðæíåé;

b) Ìîæíî ñäåëàòü ýòî çà 2n − 1 ïåðåêëàäûâàíèé;

c) Çà ìåíüøåå ÷èñëî ïåðåêëàäûâàíèé ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ.

Çàäà÷à 8. Íà ÌÊÀÄ ðàññòàâëåíû áî÷êè ñ ãîðþ÷èì. Ãîðþ÷åãî, íàõîäÿùåãîñÿ âî âñåõ áî÷êàõ, õâàòàåò,

÷òîáû ïðîåõàòü âñþ ÌÊÀÄ. Äîêàæèòå, ÷òî, íà÷èíàÿ îò íåêîòîðîé áî÷êè, ìîæíî ïðîåõàòü âñþ ÌÊÀÄ.



Çàäà÷à 9. Ïóñòü äàíà áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà óòâåðæäåíèé A1, A2, A3, . . .. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî óòâåðæäå-
íèå A1 èñòèííî è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n èç èñòèííîñòè A1, A2, . . . , An ñëåäóåò èñòèííîñòü

An+1. Äîêàçàòü, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ An èñòèííû.

Çàäà÷à 10. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ

ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé äâîéêè.

Çàäà÷à 11. Êóñîê áóìàãè ðàçðåøàåòñÿ ðâàòü íà 4 èëè 6 ÷àñòåé. Äîêàçàòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìîæíî

ïîëó÷èòü ëþáîå ÷èñëî êóñêîâ, íà÷èíàÿ ñ 9.

Çàäà÷à 12. (íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè) Ïóñòü a > −1, òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî (1 + a)n ≥ 1 + na.

Çàäà÷à 13. Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, äîêàæåì, ÷òî âñå êîòû îäíîãî öâåòà.

Áàçèñ èíäóêöèè: ëþáîé êîò îäíîãî öâåòà. Øàã èíäóêöèè: ïóñòü ëþáûå n êîòîâ îäíîãî öâåòà; âîçüìåì

ñòàþ èç n+1 êîòîâ, äîêàæåì ÷òî âñå îíè îäíîãî öâåòà. Óáåðåì èç ñòàè îäíîãî êîòà, îñòàâøèåñÿ n áóäóò

îäíîãî öâåòà ñîãëàñíî ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ; âåðíåì ýòîãî êîòà è óáåðåì äðóãîãî, îñòàâøèåñÿ

îïÿòü áóäóò îäíîãî öâåòà; çíà÷èò, âñå n + 1 êîòîâ îäíîãî öâåòà. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàò. èíäóêöèè âñå

êîòû îäíîãî öâåòà.

Âåðíî ëè ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå?

Îïðåäåëåíèå 2. Ãîâîðÿò, ÷òî íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî ïî÷òè äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

åñëè îíî íå âûïîëíåíî ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 14. (Ýòó çàäà÷ó íå îáÿçàòåëüíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàò. èíäóêöèè) Âåðíû ëè ñëåäó-

þùèå óòâåðæäåíèÿ ïî÷òè äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n?
a) n > 91 ;

b) 1.001n > 100.1 · n ;

c) 2n > n2 ;

d) n! > nn .

Çàäà÷à 15. Âåðíî ëè ïî÷òè äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n, ÷òî åñëè ÷èñëî a+1/a � öåëîå, òî ÷èñëî an +1/an

� òîæå öåëîå?


