
Ëèñòîê �4. Àëãîðèòì Åâêëèäà, îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

9 êëàññ Äàòà âûäà÷è ëèñòêà: 18.11.02.

¾Èñ÷åçíóò ãðåçû, ïå÷àëè, ñíû ... Îñòàíóòñÿ ïðîñòûå ÷èñëà.¿

Êàðåí Äæàíãèðîâ. ¾Ïðîñòûå ÷èñëà¿.

Â ýòîì ëèñòêå ñòðî÷íûå ëàòèíñêèå áóêâû îáîçíà÷àþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå.

Çàäà÷à 1. Òåïåðü íàì ïîòðåáóåòñÿ äåëåíèå . a, b, c � öåëûå ÷èñëà.

a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ab = ac è a 6= 0, òî b = c.

b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a è b � ÷àñòíûå îò äåëåíèÿ c íà d, òî a = b.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè a äåëèòñÿ íà b, òî ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ a íà b îáîçíà÷àåòñÿ êàê a : b.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b � ÍÎÄ(a, b) � ýòî íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì a è b.

Îïðåäåëåíèå 3. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå a è b � ÍÎÊ(a, b) � ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà a è b.

Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè , åñëè ÍÎÄ(a, b) = 1.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî a : ÍÎÄ(a, b) è b : ÍÎÄ(a, b) âçàèìíî ïðîñòû.

Çàäà÷à 3. p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ p è âçàèìíî ïðîñòûõ

ñ íèì? Ìåíüøèõ p2 è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì?

Çàäà÷à 4. (Àëãîðèòì Åâêëèäà) Ïóñòü a > b > 0, r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b (0 ≤ r < b).

a) Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r).

Çàìåíèì ïàðó (a, b) ïàðîé (b, r) è ïðîâåäåì òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ è ò.ä.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ïðîöåññ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ çàêîí÷èòñÿ íà ïàðå (d, 0), ïðè÷åì
d = ÍÎÄ(a, b).
Hint: ìû óæå áîëüøèå è ìîæåì îáîéòèñü áåç ¾è ò. ä.¿

c) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå u è v, ÷òî au + bv = ÍÎÄ(a, b).

Çàäà÷à 5. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Åâêëèäà, íàéäèòå ÍÎÄ(13471836, 8359848).

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå ÍÎÄ(2n + 13, n + 7) (äëÿ ëþáîãî n).

Çàäà÷à 7. Åñòü äâå áàíêè, åìêîñòè êîòîðûõ ðàâíû 310 ìë è 210 ìë. Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ýòèõ äâóõ

áàíîê ïåðåëèòü èç ïîëíîé áî÷êè äîñòàòî÷íîãî îáúåìà â òàêóþ æå ïóñòóþ

a) 3000 ìë; b) 10 ìë; c) 45 ìë?

Hint: Çàäà÷à âêëþ÷åíà â ýòîò ëèñòîê íå äëÿ òîãî, ÷òîáû åå ðåøàëè ìåòîäîì ïåðåáîðà.

Îïðåäåëåíèå 5. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì , åñëè îíî èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ íàòó-

ðàëüíûõ äåëèòåëÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì , åñëè îíî èìååò áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ

íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé.

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå âñå òàêèå ïðîñòûå p, ÷òî p + 17 òàêæå ïðîñòîå.



Çàäà÷à 9. * Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå ÿâëÿþùèéñÿ êîíñòàíòîé. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå n, ÷òî f(n) ñîñòàâíîå.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (m− 1)! + 1 äåëèòñÿ íà m, ãäå m îòëè÷íî îò åäèíèöû, òî m � ïðîñòîå.

Çàäà÷à 11. Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëà 91! + k, ãäå 1 < k ≤ 91 � ñîñòàâíûå?

Çàäà÷à 12. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàéäåòñÿ n ïîäðÿä èäóùèõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë?

Çàäà÷à 13. (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè) Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, ðàç-

ëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè

ìíîæèòåëåé).

a) Äëÿ ëþáîãî n, âñÿêîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå n, ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

b) Ïóñòü p � ïðîñòîå, ab ··· p. Äîêàæèòå, ÷òî a ··· p èëè b ··· p.
Hint: Ïðåäïîëîæèòü, ÷òî a íà p íå äåëèòñÿ è âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé �4(c).

c) Ïóñòü p � ïðîñòîå, a1 · a2 · . . . · an
··· p. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå i (1 ≤ i ≤ n), ÷òî ai

äåëèòñÿ íà p.

d) Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ.

Çàäà÷à 14. * Ïðèâåäèòå äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè.

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ a è b âûïîëíåíî ÍÎÄ(a, b) ·ÍÎÊ(a, b) = a · b.

Çàäà÷à 16. Âåðíî ëè, ÷òî a = b ⇔ ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÊ(a, b)?

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.


