
Ëèñòîê �4. Ðàçáîð ïîëåòà

9 êëàññ Äàòà âûäà÷è ëèñòêà: 14.02.03.

¾Ïîâòîðåíèå � ìàòü ó÷åíèÿ¿

Ðåøåíèå 4. (Àëãîðèòì Åâêëèäà)

a) Ðàçäåëèì a íà b ñ îñòàòêîì. a = b·q+r, ïîýòîìó îáùèå äåëèòåëè b è r ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè
a (ïðîâåðÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì). Òîãäà ÍÎÄ(a, b) ≥ ÍÎÄ(b, r). r = a−b ·q, ïîýòîìó îáùèå äåëèòåëè
a è b ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äåëèòåëÿìè b è r. Òîãäà ÍÎÄ(a, b) ≤ ÍÎÄ(b, r). Îòñþäà ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r).

b) Ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå îò ïàðû (rk−1, rk) ê ïàðå (rk, rk+1) âñåãäà rk+1 ìåíüøå rk ïî êðàé-

íåé ìåðå íà åäèíèöó, ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå çà b øàãîâ. Ïóñòü ïðîöåññ çàâåðøèëñÿ çà n
øàãîâ. Êàæäûé ðàç ÍÎÄ ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî: ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(rn−1, rn) =
rn, ãäå rn−1

··· rn, rn−1 = qn · rn + 0. Ñîâñåì ñòðîãî ìîæíî ïðîâåñòè èíäóêöèþ ïî ïåðåìåííîé n.

c) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü àëãîðèòì Åâêëèäà ñ êîíöà.

Ïóñòü n � êîëè÷åñòâî øàãîâ, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè â àëãîðèòìå Åâêëèäà. Áàçèñ: n = 0,
a = b · q, ÍÎÄ(a, b) = b, òîãäà ÍÎÄ(a, b) = 0 · a + 1 · b. Ïåðåõîä: ïóñòü äëÿ ïàðû (a, b) íåîáõîäèìî

âûïîëíèòü n + 1 øàã àëãîðèòìà. a = b · q + r. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ÍÎÄ(b, r) = u · b + v · r.
Òîãäà v ·a = v ·b·q+v ·r; v ·r = v ·a−v ·b·q; ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r) = u·b+(v ·a−v ·b·q) = v ·a+(u−v ·q)·b.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ðåøåíèå 7. Ïðè ïåðåëèâàíèÿõ ìû, î÷åâèäíî, ïîëó÷àåì îáúåì, êðàòíûé ÍÎÄ(210, 310) = 10. Ñòðîãî ýòî
ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè ïî ÷èñëó ïåðåëèâàíèé. Ïîýòîìó 45 ìë ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî. Íàéäóòñÿ

òàêèå u è v, ÷òî 210u + 310v = 10. Î÷åâèäíî, ÷òî îäíî èç ÷èñåë u è v ïîëîæèòåëüíî (íàïðèìåð, u), à
äðóãîå � îòðèöàòåëüíî (íàïðèìåð, v). Òîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ 10 ìë äîñòàòî÷íî íàëèòü u ðàç ïî 210 ìë

è îòëèòü v ðàç 310 ìë. Ïðîäåëàâ òàêóþ ïðîöåäóðó 300 ðàç, ìû ïîëó÷èì 3000 ìë. Ôîêóñ â òîì, ÷òî ìû

ðåøèëè çàäà÷ó, íå ïðèâîäÿ êîíêðåòíûé àëãîðèòì.

Ðåøåíèå 13. (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè)

a) Ïðîèçâåäåíèå íóëÿ ñîìíîæèòåëåé ëîãè÷íî îïðåäåëèòü ðàâíûì åäèíèöå, ïîýòîìó äëÿ n = 1
óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî. Ïóñòü n > 1. Òîãäà îíî ëèáî ïðîñòîå è ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå îäíîãî
ìíîæèòåëÿ � ñåáÿ, ëèáî ñîñòàâíîå, n = m · k. Ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ äëÿ m è k. Ïîñêîëüêó êàæäûé

ðàç max(m, k) ìåíüøå n ïî êðàéíåé ìåðå íà åäèíèöó, ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ.

b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà îíè, î÷åâèäíî, âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà íàéäóòñÿ
u, v ∈ Z, ÷òî a · v + p · u = 1. Äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà b: abv + pb = b. Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ëåâîé

÷àñòè äåëèòñÿ íà p, çíà÷èò è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà òîæå äåëèòñÿ. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

c) Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî ïî èíäóêöèè.

d) Ïðåäïîëîæèì íàøëîñü ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà: p1 ·p2 · . . . ·pn =
q1 · q2 · . . . · qm. Ñîêðàòèì îáùèå ìíîæèòåëè. Ïîëó÷èì: p1 · p2 · . . . · pk = q1 · q2 · . . . · ql. Â ëåâîé ÷àñòè

ìîãëî íå îñòàòüñÿ íè îäíîãî ìíîæèòåëÿ (k = 0), òî åñòü 1 = q1 · q2 · . . . · ql, çíà÷èò è ñïðàâà ñîêðàòèëèñü

âñå ñîìíîæèòåëè, òî åñòü ðàçëîæåíèÿ ñîâïàäàëè. Èíà÷å â ëåâîé ÷àñòè íàéäåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî p1, ÷òî

p1 · p2 · . . . · pk
··· p1, à çíà÷èò q1 · q2 · . . . · ql

··· p1. Òîãäà íàéäåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî q1, êîòîðîå äåëèòñÿ íà

íåðàâíîå åìó p1. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðåøåíèå 17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë êîíå÷íî. Òîãäà ðàññìîòðè p = p1 · p2 · . . . · pn + 1, ãäå
p1, p2, . . . , pn � âñå ïðîñòûå ÷èñëà. Î÷åâèäíî, ÷òî p íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç pk, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ñóùåñòâîâàíèþ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.


