
Ëèñòîê �5. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

9 êëàññ Äàòà âûäà÷è ëèñòêà: 27.12.02.

¾Ìþè � ïëàíåòà Êîøìàðîâ è Ìîëèáäåíà. Â åå áîëîòàõ èç ðàñïëàâëåííîãî ñâèíöà, â

àòìîñôåðå èç ïàðîâ óêñóñíîé êèñëîòû, â îáëàêàõ ñòðàøíîãî ÄÄÒ, èçâåðãàåìûõ èñïîëèí-

ñêèìè âóëêàíàìè, ìîãëè ñóùåñòâîâàòü òîëüêî íåéðîáû � êèáåð-íåéðî-ðîáîòû, îñíîâàòåëè è

ïðîäîëæàòåëè Ðàöèîíàëüíîé Öèâèëèçàöèè Ìàøèí.¿

Áîðèñ Çóáêîâ, Åâãåíèé Ìóñëèí ¾Çåëåíàÿ êíîïêà¿

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âèäà a
b (òàêàÿ çàïèñü íàçûâàåòñÿ îáûêíî-

âåííîé äðîáüþ; îáûêíîâåííàÿ äðîáü òàêæå ìîæåò çàïèñûâàòüñÿ â âèäå a/b), ãäå a ∈ Z è b ∈ Z, ïðè÷åì
b 6= 0. a íàçûâàåòñÿ ÷èñëèòåëåì äðîáè, b � çíàìåíàòåëåì äðîáè. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ Q.
Ïðèìå÷àíèå. Çàïèñü a : b � íå äðîáü.

Êîðîòêî âûøåïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê: Q = {q | q = a
b : a ∈ Z, b ∈ Z\{0}}.

Âñå äðîáè â ýòîì ëèñòêå ñ÷èòàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Áóêâû a, b, c, d îáîçíà÷àþò öåëûå ÷èñëà,

áóêâû p, q, r, s � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëà a/b è c/d ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a · d = b · c; ïîëîæèì òàêæå, ÷òî

a/1 = a äëÿ ëþáîãî a ∈ Z.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå: a : b = c ⇔ a/b = c (çíàêîì ¾:¿ îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ äåëåíèÿ, ââåäåííàÿ â

ïðåäûäóùåì ëèñòêå).

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå: a·c
b·c = a

b (b 6= 0, c 6= 0).
Ïðèìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå ýòîé çàäà÷è íàçûâàþò îñíîâíûì ñâîéñòâîì äðîáè .

Îïðåäåëåíèå 3. Íà ìíîæåñòâå Q îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ò. å. êàæäîé ïàðå ÷èñåë

(a
b , c

d) ñîïîñòàâëåíû ÷èñëà a
b + c

d è a
b ·

c
d . Ýòè îïåðàöèè ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• a
b + c

d = a·d+b·c
b·d ;

• a
b ·

c
d = a·c

b·d .

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë:

a) p + q = q + p, p · q = q · p;
b) (p + q) + r = p + (q + r), (p · q) · r = p · (q · r);
c) (p + q) · r = p · r + q · r.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë:

a) q + 0 = q; b) q · 0 = 0; c) q · 1 = q.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïîíÿòèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî ÷èñëà è ðàçíîñòè ââîäÿòñÿ àíà-

ëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì ïîíÿòèÿì äëÿ öåëûõ ÷èñåë: q + (−q) = 0, p− q = p + (−q).

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî q = a/b ïðîòèâîïîëîæíîå ÷èñëî −q ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è

ðàâíî −a
b . Êàê ïîíèìàåòñÿ òåðìèí ¾åäèíñòâåííîñòü¿ â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë?

Îïðåäåëåíèå 5. ×èñëî q íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ÷èñëó p, åñëè p · q = 1 (îáîçíà÷àåòñÿ q = p−1).

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ÷èñëà äëÿ ëþáîãî p 6= 0. Êàê ïîíèìà-
åòñÿ òåðìèí ¾åäèíñòâåííîñòü¿ â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë?

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå: (p−1)−1 = p (p 6= 0).

Òåïåðü ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ äåëåíèÿ äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.



Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü äàíû ÷èñëà p è q, q 6= 0. ×èñëî r íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ p íà q, åñëè
p = q · r (îáîçíà÷àåòñÿ r = p : q).

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ p è q (q 6= 0) ÷àñòíîå p : q ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ðàâíî p · q−1.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì, äàííûì ðàíåå äëÿ öåëûõ

÷èñåë, ò.å. a : b = c ⇔ a
1 · (

b
1)−1 = c

1 .

Îïðåäåëåíèå 7. Ðàñøèðèì ïîíÿòèå äðîáè: ïóñòü ïî îïðåäåëåíèþ p/q = p : q (òåïåðü p, q ∈ Q; q 6= 0).

Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü çàïèñè x/y è x : y ýêâèâàëåíòíûìè íå çàâèñèìî îò òîãî, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿþò
÷èñëà x è y (ò. å. x è y ìîãóò áûòü öåëûìè ÷èñëàìè, ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè èëè âûðàæåíèÿìè,

ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè).

Îïðåäåëåíèå 8. Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a
b , ãäå b ∈ N+, íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì , åñëè a ∈ N+, è

îòðèöàòåëüíûì , åñëè a ∈ N−. Åñëè b ∈ N−, òî a
b � ïîëîæèòåëüíî ⇔ −a

−b � ïîëîæèòåëüíî, a
b �

îòðèöàòåëüíî ⇔ −a
−b � îòðèöàòåëüíî.

Îïðåäåëåíèå 9. Ãîâîðÿò, ÷òî p ìåíüøå q (îáçíà÷àåòñÿ p < q), åñëè p − q îòðèöàòåëüíî; p áîëüøå q
(îáçíà÷àåòñÿ p > q), åñëè p− q ïîëîæèòåëüíî.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå äëÿ ëþáûõ p, q, r:
a) p < q ⇔ p + r < q + r; b) p < q è q < r ⇒ p < r;
c) p < q ⇒ p · r < q · r, ãäå r � ïîëîæèòåëüíî.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü p > q, r > s. Âåðíî ëè:
a) p + r > q + s; b) p− s > q − r;
c) p · r > q · s; d) p/s > q/r (r 6= 0, s 6= 0).

Çàäà÷à 12. Îáîáùèòå ïîíÿòèå âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë ñ íàòóðàëüíûõ íà öåëûå.

Îïðåäåëåíèå 10. Äðîáü a/b íàçûâàåòñÿ íåñîêðàòèìîé , åñëè a è b âçàèìíî ïðîñòû è b ∈ N.

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â

âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè. ×òî çíà÷èò â äàííîì ñëó÷àå ¾ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì¿?

Çàäà÷à 14. a/b = c/d, c/d � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü. Âûðàçèòå c è d ÷åðåç a è b.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü n ∈ Z; n-îé ñòåïåíüþ ÷èñëà q íàçûâàåòñÿ ÷èñëî qn, îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

• åñëè n ∈ N, òî qn = q · q · ... · q︸ ︷︷ ︸
n ðàç

;

• åñëè n ∈ N−, òî qn = (q−n)−1 äëÿ q 6= 0, 0n íå îïðåäåëåí;

• åñëè n = 0, òî qn = 1 äëÿ q 6= 0, 00 íå îïðåäåëåí.

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå äëÿ ëþáûõ p, q ∈ Q, m,n ∈ Z:
a) (p · q)n = pn · qn; b) qm+n = qm · qn; c) pm·n = (pm)n;

d) * n ∈ N: (p + q)n =
n∑

k=0
Ck

npkqn−k, ãäå Ck
n =

{
n!

k!(n−k)! , k ≤ n;
0, k > n.

Ïðèìå÷àíèå. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå èçâåñòíî êàê áèíîì Íüþòîíà .

Çàäà÷à 16. * k, n ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n. Äîêàæèòå:
a) Ó ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ ðîâíî Ck

n ïîäìíîæåñòâ èç k ýëåìåòîâ;

b) Ck
n = Cn−k

n ; c) Ck
n = Ck−1

n−1 + Ck
n−1; d)

n∑
k=0

Ck
n = 2n.

Çàäà÷à 17. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî q, ÷òî q2 = 2?


