
Ëèñòîê �7. Ðàâíîìîùíîñòü. Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà

9 êëàññ Äàòà âûäà÷è ëèñòêà: 21.02.03.

¾Çà âðåìÿ ñîçäàíèÿ ¾Ìàñòåðà è Ìàðãàðèòû¿ åãî äóõîâíûå îðèåíòèðû ñìåñòèëèñü îò

ìîíîòåèçìà ê äóàëèçìó - ðàâíîìîùíîñòè äîáðîãî è çëîãî íà÷àë áûòèÿ.¿

Ì. Ïåðøèí, ¾Ìàñòåð è Ìàðãàðèòà¿: Ãîñïîäü ãëàçàìè ¾î÷åâèäöà¿

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì (ñþðúåê-

öèåé), åñëè Im(f) = B.

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì (èíúåê-

öèåé), åñëè ∀x, y ∈ A x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y), ò. å. ðàçëè÷íûì ïðîîáðàçàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå

îáðàçû.

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì (áèåêöèåé),

åñëè îíî ñþðúåêòèâíî è èíúåêòèâíî.

Çàäà÷à 1. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû îòîáðàæåíèé íà ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâàõ:

a) ñþðúåêòèâíûõ; b) èíúåêòèâíûõ; c) áèåêòèâíûõ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñîîòâåòñòâèå R ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì , åñëè

âûïîëíåíî:

• ∀x ∈ A ∃!y ∈ B : (x, y) ∈ R;

• ∀y ∈ B ∃!x ∈ A : (x, y) ∈ R.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî áèåêöèÿ è âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå � ýòî îäíî è òî æå.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè , åñëè ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü

âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (îáîçíà÷àåòñÿ A ∼ B).

Çàäà÷à 3. Íà êàêîì ìíîæåñòâå çàäàíî îòíîøåíèå ¾ðàâíîìîùíîñòü ìíîæåñòâ¿? ßâëÿåòñÿ ëè ýòî îòíî-

øåíèå îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè; îòíîøåíèåì ïîðÿäêà?

Çàäà÷à 4. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ðàâíîìîùíû: ∅, {∅}, {0}, {n ∈ N | n ≤ 5}, {a, b, c}, {z ∈ Z |
z2 < 9}, {q ∈ Q | q2 = 2}?

Îïðåäåëåíèå 6. ×èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåòñÿ |A| è íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ

ýòîãî ìíîæåñòâà.

Çàäà÷à 5. Âåðíî ëè, ÷òî A ∼ B ⇔ |A| = |B|, ãäå A, B � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà?

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî, ðàâíîìîùíîå ìíîæåñòâó N, íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì . Áåñêîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ñ÷åòíûì, íàçûâàþò íåñ÷åòíûì .

Ïðèìå÷àíèå. Èíîãäà íåñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà óäîáíî äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå

ýëåìåíòû çàíóìåðîâàíû è íàõîäèì òàêîé ýëåìåíò, êîòîðîìó íè÷åãî íå ñîîòâåòñòâóåò.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå ñ÷åòíîñòü ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë; ìíîæå-

ñòâî ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.1

Çàäà÷à 7. Ïóñòü ìíîæåñòâà A1, A2, A3, ... ñ÷åòíû. Áóäóò ëè ñ÷åòíûìè ìíîæåñòâà:

a) A1 ∪A2;

b)
n⋃

k=1
Ak = A1 ∪A2 ∪ ... ∪An (n ìíîæåñòâ);

c)
∞⋃

k=1
Ak = A1 ∪A2 ∪ ... (ñ÷åòíîå ÷èñëî ìíîæåñòâ);

d) A1 ×A2?

1Âñåãäà ëè ÷àñòü ìåíüøå öåëîãî?



Çàäà÷à 8. Ñ÷åòíî ëè ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ áåñêîíå÷íûõ öåïî÷åê èç íóëåé è åäèíèö?

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå:

a) A � áåñêîíå÷íî ⇒ ∀n ∈ N ∃M ⊂ A : |M | = n;
b) ó ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà åñòü ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî.

Ïðèìå÷àíèå. Â ýòîì ñìûñëå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë � ñàìîå ¾ìàëåíüêîå¿ áåñêîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ëèáî êîíå÷íî, ëèáî ñ÷åòíî.

Çàäà÷à 11. Ñ÷åòíî ëè ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë?

Çàäà÷à 12. Ñ÷åòíî ëè ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë?

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå ðàâíîìîùíîñòü (îòðåçîê, èíòåðâàë è ïð. � ìíîæåñòâà òî÷åê):

a) îòðåçêà [0, 1] è îòðåçêà [a, b];
b) ïðÿìîé è èíòåðâàëà (0, 1);
c) îòðåçêà [0, 1] è èíòåðâàëà (0, 1);
d) ëþáûõ äâóõ îêðóæíîñòåé;

e) îêðóæíîñòè è ïîëóîêðóæíîñòè (âêëþ÷àÿ êîíöåâûå òî÷êè);

f) îêðóæíîñòè è ïðÿìîé.

Çàäà÷à 14. Ïóñòü A, B � áåñêîíå÷íûå ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå:

a) A ∪ N ∼ A; b) * A ∪B ∼ A.

Çàäà÷à 15. * Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà Åñëè A ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó B, à

B ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó A, òî A ðàâíîìîùíî B.

Ïðèìå÷àíèå. Â äàëüíåéøèõ çàäà÷àõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòó òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò (âìåñòå ñ âíóòðåííîñòüþ) ðàâíîìîùåí îòðåçêó.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñðàâíåíèå ìîùíîñòåé. Ïóñòü A è B ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Òîãäà ëîãè÷åñêè

âîçìîæíû 4 ñëó÷àÿ:

1) A ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó B, à B ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó A. Òîãäà
ïî òåîðåìå Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà A ∼ B.

2) A ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó B, íî B íå ðàâíîìîùíî íèêàêîìó ïîäìíîæåñòâó A.
Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî B áîëåå ìîùíî, ÷åì A.

3) A áîëåå ìîùíî, ÷åì B.

4) Íè îäíî ïîäìíîæåñòâî A íå ðàâíîìîùíî B, è íè îäíî ïîäìíîæåñòâî B íå ðàâíîìîùíî A. Ïðèìåì
áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî òàêîãî íå ìîæåò áûòü...2

Ñåé÷àñ ìû óçíàåì ïðîìûøëåííûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ¾áîëüøèõ¿ ìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 17. Òåîðåìà Êàíòîðà. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A áîëåå ìîùíî, ÷åì A.
Hint: Ä îêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Íóæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû, è ðàññìîò-

ðåòü òàêèå ýëåìåíòû a ∈ A, êîòîðûå íå ñîäåðæèòñÿ â ïîäìíîæåñòâàõ, êîòîðûå èì ñîîòâåòñòâóþò.

Îïðåäåëåíèå 9. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ

êîíòèíóóì . Ìû åùå ïîçíàêîìèìñÿ ñ íèì áëèæå.

2...ïîòîìó ÷òî íå ìîæåò áûòü íèêîãäà.


