
Ëèñòîê �9. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Àêñèîìà ïîëíîòû

9 êëàññ Äàòà âûäà÷è ëèñòêà: 07.04.03.

¾È ïîëíîòà, êîëü âåëèêà, íà ïóñòîòó

Áûâàåò âñå-òàêè ïîõîæà, íî äåÿíüÿ

Åå ïðåâûøå âñÿêèõ ñèë è ïîíèìàíèÿ.

Íåò íåâîçìîæíîãî ñïîêîéíîìó Óìó.¿

Ëàî Öçû

À òåïåðü òî, ÷åãî âû òàê äîëãî æäàëè!

Îïðåäåëåíèå 1. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê òàêîå ìíîæåñòâî R ñ ââåäåííûìè

îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ, ñëîæåíèÿ è îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, íà êîòîðîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå åñòå-

ñòâåííûå ñâîéñòâà:

1) ∀a, b ∈ R a + b = b + a (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

2) ∀a, b, c ∈ R (a + b) + c = a + (b + c) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);

3) ∃0 ∈ R : ∀a ∈ R a + 0 = a;

4) ∀a ∈ R ∃(−a) ∈ R : a + (−a) = 0;

5) ∀a, b ∈ R a · b = b · a (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

6) ∀a, b, c ∈ R (a · b) · c = a · (b · c) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

7) ∃1 ∈ R\{0} : ∀a ∈ R 1 · a = a;

8) ∀a ∈ R\{0} ∃a−1 ∈ R : a · a−1 = 1;

9) ∀a, b, c ∈ R (a + b) · c = a · c + b · c (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);

10) ∀a, b ∈ R (a ≤ b) ∨ (b ≤ a);

11) ∀a, b ∈ R (a ≤ b)&(b ≤ a) ⇒ (a = b);

12) ∀a, b, c ∈ R (a ≤ b)&(b ≤ c) ⇒ (a ≤ c);

13) ∀a, b, c ∈ R (a ≤ b) ⇒ (a + c ≤ b + c);

14) ∀a, b, c ≥ 0 ∈ R (a ≤ b) ⇒ (a · c ≤ b · c);

15) Àêñèîìà ïîëíîòû. Âñÿêîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîäìíîæåñòâî R èìååò òî÷íóþ âåðõ-

íþþ ãðàíü.

Íîâûì è ñàìûì èíòåðåñíûì îðóæèåì äëÿ íàñ â ýòîì îïðåäåëåíèè ÿâëÿåòñÿ àêñèîìà ïîëíîòû .

Íîëü è åäèíèöà âõîäÿò â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Èç íèõ ñ ïîìîùüþ ñëîæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ

íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äàëüøå ñòðîÿòñÿ öåëûå è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Òî åñòü N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

Çàäà÷à 1. * Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ àêñèîìàòèêó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë:
a) (−1)−1 = −1; b) −a = (−1) · a;
c) (0 ≤ a)&(0 ≤ b) ⇒ (0 ≤ a + b); d) (0 ≤ a)&(0 ≤ b) ⇒ (0 ≤ a · b);
e) a ≤ b ⇒ −b ≤ −a; f) a · b = 0 ⇒ (a = 0) ∨ (b = 0).

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî 0 ≤ 1.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó íåïóñòîå ìíîæåñòâî èìååò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü.

Çàäà÷à 4. Ââåäèòå íà R îòíîøåíèÿ `≥', `<' è `>'. Äîêàæèòå, ÷òî `<' � îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà.



Îïðåäåëåíèå 2. Ïðèíöèï Àðõèìåäà. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà íå îãðàíè÷åíû ñâåðõó. Äðóãèìè ñëîâàìè

∀x ∈ R ∃n ∈ N : n > x.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå ïðèíöèï Àðõèìåäà ÷åðåç àêñèîìó ïîëíîòû.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ∀ε > 0 ∃n ∈ N : 1
n < ε.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå: ∃!x > 0 : x2 = 2 (ñëîâî ¾êîðåíü¿ èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ).

Îïðåäåëåíèå 3. Èíîãäà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà â âèäå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷-

íûõ äðîáåé (ÁÄÄ). Ïðè ýòîì ìû çàïðåùàåì 9 â ïåðèîäå (ñ÷èòàåì, ÷òî, íàïðèìåð, 0.(9) = 1) è

−0.(0) (ñ÷èòàåì, ÷òî −0.(0) = 0.(0)). Ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà1, ÷òî ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ÁÄÄ

óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 1 (ò. å. ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë).

Çàäà÷à 8. Îïðåäåëèòå ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ñðàâíèâàþòñÿ ÁÄÄ.

Çàäà÷à 9. Ïîêàæèòå, ÷òî àêñèîìà ïîëíîòû äëÿ ìíîæåñòâà ÁÄÄ âûïîëíÿåòñÿ, ò. å. ëþáîå íåïóñòîå

îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ÁÄÄ èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü (â ìíîæåñòâå ÁÄÄ).

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå ðàâíîìîùíîñòü ìíîæåñòâà ÁÄÄ è ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íûõ öåïî÷åê èç íóëåé è

åäèíèö.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå ðàâíîìîùíîñòü ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íûõ öåïî÷åê èç íóëåé è åäèíèö è ìíîæåñòâà

âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ êîíòèíóóì .

Çàäà÷à 12. Â ÷åì íåêîððåêòíîñòü ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ?

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è òîëüêî îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïåðèîäè÷åñêèõ

äåñÿòè÷íûõ äðîáåé.

Îïðåäåëåíèå 5. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðàöèîíàëüíûìè, íàçûâàþòñÿ èððàöèîíàëü-

íûìè .

Çàäà÷à 14. Ñóùåñòâóþò ëè òî÷íûå âåðõíèå ãðàíè ó ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

a) A = {0, 0.3, 0.33, 0.333, . . .}; b) A = {0, 0.1, 0.12, 0.123, . . .}?
Åñëè äà, òî ðàöèîíàëüíû ëè îíè?

Îïðåäåëåíèå 6. Îòðåçîê [a, b] = {x ∈ R | (a ≤ x)&(x ≤ b)}. Èíòåðâàë è ïîëóèíòåðâàë îïðåäåëÿ-

þòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, íå èñïîëüçóÿ ÁÄÄ, ÷òî ñèñòåìà âëîæåííûõ îòðåçêîâ {In | n ∈ N}, ãäå
In ⊃ In+1 äëÿ âñåõ n ∈ N, ñîäåðæèò îáùóþ òî÷êó. Òî åñòü ∃x : ∀n ∈ N x ∈ In.

Çàäà÷à 16. Ñîäåðæèò ëè îáùóþ òî÷êó ñèñòåìà âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ?

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå íåñ÷åòíîñòü îòðåçêà [0, 1].

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, íå èñïîëüçóÿ ÁÄÄ, ÷òî â ëþáîì èíòåðâàëå ñîäåðæèòñÿ:

a) ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà; b) èððàöèîíàëüíàÿ òî÷êà.

Çàäà÷à 19. Òåîðèÿ îõîòû.

a) Ïóñòü x � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ∀ε > 0 ∃q ∈ Q : |x− q| < ε.
b) Íà ïëîñêîñòè â òî÷êàõ ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè ñèäÿò îäèíàêîâûå è îäèíàêîâî ðàñïîëîæåí-

íûå çàéöû. Â íà÷àëå êîîðäèíàò çàëåã îõîòíèê è ñòðåëÿåò. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè óãëîâîé êîýôôèöèåíò

ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ëåòèò ïóëÿ, èððàöèîíàëåí, íî õîòü îäèí çàÿö áóäåò óáèò, à åñëè ðàöèîíàëåí, òî

ìîæíî ïîäîáðàòü ðàçìåð çàéöåâ òàê, ÷òîá ïóëÿ ïðîëåòåëà ìèìî çàéöà èëè ìåæäó åãî ëàï.

1Íó ïî÷òè...


