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� Áåç çàìêîâ, áåç çàñîâîâ äîì, ñëèòîê çîëîòà ñïðÿòàí â íåì, - ñêàçàë îí (Áèëüáî) ïðîñòî
òàê, ÷òîáû îòòÿíóòü âðåìÿ, ïîêà íå ïðèäóìàåò ÷òî-òî ïîèñòèíå íåðàçðåøèìîå.

Äæ.Ð.Ð. Òîëêèåí, ¾Ïóòåøåñòâèå òóäà è îáðàòíî¿

Ïî óìîë÷àíèþ âñå ôóíêöèè â äàííîì ëèñòî÷êå èç N â N, ìíîæåñòâà � ïîäìíîæåñòâà íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë. Ìû ðàçðåøàåì ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè, òî åñòü ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íå íà âñåì N.
Çàäà÷à 1. Â ïîíåäåëüíèê ó÷èòåëü ïîîáåùàë íåîæèäàííóþ êîíòðîëüíóþ ïî ìàò. àíàëèçó íà
ýòîé íåäåëå.
a) Äîêàæèòå, ÷òî êîíòðîëüíàÿ íå ìîæåò áûòü â ïÿòíèöó.
b) Äîêàæèòå, ÷òî êîíòðîëüíàÿ íå ìîæåò áûòü â ÷åòâåðã (è âî âòîðíèê òîæå íå ìîæåò).
c) ×òî çà ñòðàííîñòü?
Óêàçàíèå. Ïðî÷èòàéòå ëèñòîê äî êîíöà.
Îïðåäåëåíèå 1. Ìû íå áóäåì äàâàòü ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìà. Ñêàæåì, ÷òî ýòî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, êîòîðóþ ìîæíî çàäàòü ïðîãðàììîé íà êîìïüþòåðå.
Òàêîãî ïîíèìàíèÿ äëÿ ýòîãî ëèñòî÷êà äîñòàòî÷íî.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì ôóíêöèþ f ñ íàòóðàëüíûìè àðãóìåíòàìè è çíà÷åíèÿìè û÷èñëè-
ìîé, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A, åå âû÷èñëÿþùèé. Äðóãèìè ñëîâàìè: åñëè f(n)
îïðåäåëåíî äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N, òî àëãîðèòì A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå n è
ïå÷àòàåò f(n); åñëè æå f(n) íå îïðåäåëåíî, òî A íå îñòàíàâëèâàåòñÿ èëè ïðîñòî
íè÷åãî íå ïå÷àòàåò.

Çàäà÷à 2. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ôóíêöèè âû÷èñëèìûìè:
a) f(n) = n2;
b) f(n) = [

√
n] ([x] � öåëàÿ ÷àñòü x);

c) f(n) = 1, åñëè â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà π åñòü ïî êðàéíåé ìåðå n ïîäðÿä èäóùèõ äåâÿòîê,
è f(n) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Çàäà÷à 3. Áûâàþò ëè íåâû÷èñëèìûå ôóíêöèè?
Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî íàçûâàþò ðàçðåøèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé

îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè ýëåìåíò ìíîæåñòâó èëè íå ïðèíàäëåæèò.
Îïðåäåëåíèå 4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà íàçîâåì ôóíêöèþ, ðàâíóþ 1 íà

ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.1

Óïðàæíåíèå. Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ ÷èñëà e, ðàçðåøèìî.
Óêàçàíèå. Âàì ìîæåò ïîìî÷ü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = (1 + 1/n)n+1.
Çàäà÷à 5. Äëÿ ñòðîãîñòè äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ (à ìîæåò è íåò) ñëåäóþ-
ùèé ôàêò: ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíò.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ôàêò ýêâèâàëåíòåí ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Çàäà÷à 6.Äîêàæèòå, ÷òî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî åñòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âñþäó îïðåäåëåííîé (íà N) íåóáûâàþùåé ôóíêöèè.
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðàçóìíûå îïåðàöèè íàä ðàçðåøèìûìè ìíîæåñòâàìè äàþò ñíî-
âà ðàçðåøèìûå ìíîæåòñâà, òî åñòü êëàññ ðàçðåøèìûõ ôóíêöèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ýòèõ
îïåðàöèé.
Çàäà÷à 8. Ñóùåñòâóþò ëè íåðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà?

1Íó ÷åì íå èíäèêàòîð?



Çàäà÷à 9. Ïîíÿòíî, ÷òî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îïèñûâàåìûõ íå áîëåå, ÷åì 13 ñëîâàìè êîíå÷íî.
Âîçüìåì ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íåëüçÿ îïèñàòü íå áîëåå, ÷åì çà òðèíà-
äöàòü ñëîâ. Ìû òîëüêî ÷òî îïèñàëè íåîïèñóåìîå2. Â ÷åì ïðè÷èíà ïàðàäîêñà?
Îïðåäåëåíèå 5. Íàçîâåì ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïå÷àòàþùèé

âñå ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà.
Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ
îïåðàöèé:
a) îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ;
b) ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ;
c) äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ.
Çàäà÷à 11.Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåòñâî ïåðå÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî åñòü îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.
Çàäà÷à 12.Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî åñòü îáëàñòü
çíà÷åíèé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.
Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå òåîðåìó Ïîñòà:
a) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà ïåðå÷èñëèìû.
b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî è åãî äîïîëíåíèå (äî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë) ïåðå÷èñëèìû, òî
îíî ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì.
Îïðåäåëåíèå 6. Ïðîåêöèåé P íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Q ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàçîâåì ìíî-

æåñòâî ïåðâûõ êîìïîíåíò ýòèõ ïàð: P = {x | ∃y : (x, y) ∈ Q}.
Çàäà÷à 14. Ìíîæåñòâî P ïåðå÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé
íåêîòîðîãî ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà ïàð Q.
Çàäà÷à 15. Òåîðåìà î ãðàôèêå. Ôóíêöèÿ f âû÷èñëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ãðàôèê
ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì.
Çàäà÷à 16. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîêàçàòåëåé n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ xn + yn = zn â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ, ïåðå÷èñëèìî.
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