
Ãðóïïû 1
Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

� À ó ìåíÿ, � ãîâîðèò Áîëüøîé Áîá, � õîðîøèå íîâîñòè.
À êóäà âñå ïîäåâàëèñü?
� Ýòî è åñòü õîðîøèå íîâîñòè, � ãîâîðèò Áîëüøîé Áîá.

� Ãðóïïà ðàñôîðìèðîâàíà. ß ïðèø¼ë ñþäà íà âñÿêèé ñëó÷àé,
÷òîáû ñîîáùèòü ýòî òåì, êòî åù¼ íå çíàåò.

ß ïàäàþ, çàêðûâ ãëàçà, íà îäíó èç êóøåòîê èç ìàãàçèíà äëÿ
áåäíûõ.

� Õîðîøèå íîâîñòè, � óòî÷íÿåò Áîëüøîé Áîá, � ýòî òî,
÷òî âìåñòî íå¼ ñîçäàíà äðóãàÿ ãðóïïà, ïåðâîå ïðàâèëî êîòî-
ðîé � íèêîìó î íåé íå ãîâîðèòü.

"Áîéöîâñêèé êëóá", ×àê Ïàëàíèê.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðà (G, ◦), ãäå G � ìíîæåñòâî, à ◦ � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå (òî åñòü
ôóíêöèÿ îò äâóõ àðãóìåíòîâ èç ìíîæåñòâà G, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå â ýòîì æå ìíîæåñòâå: ◦ : G×G → G),
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

1. ∀a, b, c ∈ G (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) � àññîöèàòèâíîñòü;

2. ∃e ∈ G ∀a ∈ G a ◦ e = e ◦ a = a � ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû;

3. ∀a ∈ G ∃b ∈ G a ◦ b = b ◦ a = e � îáðàòèìîñòü.

Ýëåìåíò e ÷àñòî íàçûâàþò åäèíèöåé, à ýëåìåíò b èç ñâîéñòâà 3 - îáðàòíûì ê ýëåìåíòó a è îáîçíà÷àþò
a−1. Äëÿ êðàòêîñòè ðå÷è îáû÷íî ñàìî ìíîæåñòâî G (íàðÿäó ñ ïàðîé (G, ◦)) íàçûâàþò ãðóïïîé, åñëè èç
êîíòåêñòà ïîíÿòíî, î êàêîé îïåðàöèè èä¼ò ðå÷ü (íàïðèìåð, åñëè íà ìíîæåñòâå G çàäàíà îäíà-åäèíñòâåííàÿ
îïåðàöèÿ).

Îïðåäåëåíèå 2. Ãðóïïà (G, ◦) íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé èëè êîììóòàòèâíîé, åñëè â íåé, êðîìå ïðî÷èõ,
âûïîëíåíî åù¼ îäíî óñëîâèå

4. ∀a, b ∈ G a ◦ b = b ◦ a � êîììóòàòèâíîñòü.

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ íå âñåãäà îáîçíà÷àåòñÿ êðóæî÷êîì (ðàâíî êàê è ãðóï-
ïîâîå ìíîæåñòâî íå îáÿçàòåëüíî îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé G). Ñîãëàñíî òðàäèöèè äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ çàïèñü, òî åñòü îïåðàöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê îáû÷íîå óìíîæåíèå,
åäèíèöà îáîçíà÷àåòñÿ e èëè äàæå 1, îáðàòíûé ýëåìåíò îáîçíà÷àåòñÿ g−1. Äëÿ êîììóòàòèâíûõ æå ãðóïï
îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ àääèòèâíàÿ çàïèñü, òî åñòü îïåðàöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ïëþñîì, åäèíèöà íàçûâàåòñÿ íó-

ë¼ì è îáîçíà÷àåòñÿ 0, à îáðàòíûé ýëåìåíò îáîçíà÷àåòñÿ −g. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå âèäû çàïèñè.
Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìóëüòèïëèêàòèâíóþ çàïèñü.
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b âûïîëíåíî (ab)−1 = b−1a−1.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðóïïå íå ìîæåò áûòü äâóõ åäèíèö, òî åñòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ïóíêòó 2 îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû íå ìîæåò áûòü äâóõ îáðàòíûõ, òî åñòü äâóõ

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïóíêòó 3 îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû.
Ïðèìåð 1. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ (R,+), ãäå + îáîçíà÷àåò îáû÷íîå ñëîæåíèå.
Çàäà÷à 4. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïàð ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè (âåçäå + îáîçíà÷àåò îáû÷íîå ñëîæåíèå):

a). (N,+), b). (Z,+), c). (2Z,+), ãäå 2Z = {2z | z ∈ Z}, d). ({−1, 0, 1},+), e). (Q,+), f). (R∗,+),
ãäå R∗ = {x ∈ R : x 6= 0}, g). (R+,+), ãäå R+ = {x ∈ R : x > 0}, h). (R+,+), ãäå R+ = {x ∈ R : x ≥ 0}?

Ïðèìåð 2. Äðóãèì âàæíûì ïðèìåðîì ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ñ îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ: (R2,+).

Çàäà÷à 5. ßâëÿåòñÿ ëè (R3,+) ãðóïïîé, ãäå R3 � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå?
Ïðèìåð 3. Âû òàêæå çíàêîìû ñ ãðóïïàìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, íàïðèìåð, ñ (R∗, ·).
Çàäà÷à 6. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïàð ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè (âåçäå · îáîçíà÷àåò îáû÷íîå óìíîæåíèå; ñìûñë

èíäåêñîâ ó áóêâ Z è Q òàêîé æå, êàê è ó R â çàäà÷å 4) a). (N, ·), b). (Z, ·), c). (2Z, ·), d). (Z∗, ·),
e). ({−1, 0, 1}, ·), f). ({−1, 1}, ·), g). ({ 1

2 , 1, 2}, ·), h). (Q, ·), i). (Q∗, ·), j). (Q+, ·), k). (Q+, ·)?
Çàäà÷à 7. ßâëÿåòñÿ ëè ïàðà (R2, ·), ãäå · îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ãðóïïîé?
Ïðèìåð 4. Ãðóïïà ({e}, ·) èç îäíîãî ýëåìåíòà � åäèíèöû � íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé.
Óïðàæíåíèå. Ïîéìèòå, êàê óñòðîåíî óìíîæåíèå â òðèâèàëüíîé ãðóïïå.



Çàäà÷à 8. Ñóùåñòâóþò ëè ãðóïïû ñ ïóñòûì ãðóïïîâûì ìíîæåñòâîì?
Ïðèìåð 5. Çàäàâàòü ãðóïïû ìîæíî ïî-ðàçíîìó. Îäèí èç ñïîñîáîâ � â ÿâíîì âèäå ïåðå÷èñëèòü âñå

ýëåìåíòû ãðóïïîâîãî ìíîæåñòâà è â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü äëÿ íèõ ïîëíóþ òàáëèöó óìíîæåíèÿ. Ââåä¼ì ïî
òàêîìó ìåòîäó ÷åòâåðíóþ ãðóïïó Êëåéíà (V4, ·) ñëåäóþùèì îáðàçîì: V4 = {e, a, b, c}, à òàáëèöà óìíîæåíèÿ
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

e a b c

e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî
ãðóïïà àáåëåâîé?

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû òàáëèöà óìíîæåíèÿ áåç çàãîëîâî÷íûõ ñòðîêè è ñòîëáöà
áóäåò îáëàäàòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû
âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç.

Ïðèìåð 6. Äðóãîé ñïîñîá îïèñàíèÿ ãðóïïû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ââîäÿò íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïû, íàçûâàåìûõ îáðàçóþùèìè è íåêèå ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå èõ è, âîçìîæíî, åäèíèöó, � îáðàçóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ. ×òîáû ïîëó÷èòü ïî ýòèì äàííûì âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû íàäî äåëàòü ñëåäóþùèå
îïåðàöèè: ïåðåìíîæàòü â ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ è áðàòü îáðàòíûå îò óæå ïîëó÷åííûõ ýëåìåíòîâ, íà÷è-
íàÿ ñ îáðàçóþùèõ, ïðîèçâîäÿ âåçäå, ãäå âîçìîæíî, ñîêðàùåíèÿ ñîãëàñíî îáðàçóþùèì ñîîòíîøåíèÿì. Ýòîò
ïðîöåññ íåîáõîäèìî ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ýëåìåíòû ãðóïïû íå áóäóò ïîëó÷åíû. Ðàññìîòðèì
ïðèìåð: ïóñòü äàí òîëüêî îäèí îáðàçóþùèé ýëåìåíò z è îäíî îáðàçóþùåå ñîîòíîøåíèå z5 = e. Íà÷àâ ñ
ýëåìåíòà z ïðîäåëûâàòü îïèñàííûå âûøå îïåðàöèè, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò âèäà zn, n ∈ Z è
áîëüøå íè÷åãî. Îäíàêî, ñîãëàñíî òåîðåìå î äåëåíèè ñ îñòàòêîì, ëþáîå n ∈ Z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
n = 5q + r, ãäå q, r ∈ Z, 0 ≤ r < 5. Ïîýòîìó, ïðîèçâåäÿ k ðàç ñîêðàùåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îáðàçóþùèì
ñîîòíîøåíèåì, ïîëó÷èì, ÷òî zn = zr, ãäå 0 ≤ r < 5, ïðè÷¼ì ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî n. Îòñþäà ñëåäåóò, ÷òî
âñ¼ ãðóïïîâîå ìíîæåñòâî íàøåé ãðóïïû ñîñòîèò èç ïÿòè ýëåìåíòîâ è èìååò âèä: {z0 = e, z1 = z, z2, z3, z4}.
Òàêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 5 è îáîçíà÷àåòñÿ Z5 (èëè, áîëåå ôîðìàëüíî, (Z5, ·);
îäíàêî ìû áóäåì âñ¼ ðåæå èñïîëüçîâàòü ýòó ôîðìàëüíî áîëåå ïðàâèëüíóþ, íî ñëèøêîì ãðîìîçäêóþ ôîðìó
çàïèñè; òåì íå ìåíåå î íåé ñëåäóåò ïîìíèòü). Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî, åñëè çàìåíèòü îáðàçóþùåå ñîîò-
íîøåíèå íà zn = e äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òî ïîëó÷èòñÿ ãðóïïà Zn, ñîñòîÿùàÿ èç n ýëåìåíòîâ
è íàçûâàåìàÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà n. Åñëè æå îáðàçóþùèõ ñîîòíîøåíèé íåò, òî ãðóïïà ñ îä-
íèì îáðàçóþùèì èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ: {. . . , z−2, z−1, e, z, z2, . . . } è íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé
ãðóïïîé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 11. Ëþáàÿ ãðóïïà ñ îäíèì îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.
Ïðèìåð 7. Ââåä¼ì òåïåðü ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ ñîîòíîøåíèé ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ñòåïåíè 3,

îáîçíà÷àåìóþ S3. Ó íàñ áóäåò äâà îáðàçóþùèõ ýëåìåíòà � a è b � è òðè îáðàçóþùèõ ñîîòíîøåíèÿ:
a2 = e, b2 = e, (ab)3 = e.

Çàäà÷à 12. Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòû ãðóïïû S3. Ñêîëüêî èõ?
Ïðèìåð 8. Åù¼ îäèí ñïîñîá îïèñàíèÿ ãðóïïû ìû òàê è íàçîâ¼ì � îïèñàòåëüíûì. Íàïðèìåð, ïóñòü

íà ïëîñêîñòè äàí êâàäðàò. Ðàññìîòðèì åãî ñèììåòðèè. Èõ âîñåìü: òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå (òî åñòü
ïðåîáðàçîâàíèå, îñòàâëÿþùåå âñå òî÷êè íà ìåñòå; åãî òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîâîðîò îòíîñè-
òåëüíî öåíòðà êâàäðàòà íà 0◦), åù¼ òðè ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà êâàäðàòà � íà 90◦, 180◦ è 270◦, äâå
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëåé è åù¼ äâå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñåðå-
äèíû ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí êâàäðàòà. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòàâëÿþò ãðóïïó D4 íàçûâàåìóþ ãðóïïîé

äèýäðà-4.
Çàäà÷à 13. Ïóñòü z è d � ýëåìåíòû ãðóïïû D4, z � ïîâîðîò íà 90◦, à d � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî

îäíîé èç äèàãîíàëåé. Çàïèøèòå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû D4 â âèäå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ z è d è,
âîçìîæíî, îáðàòíûõ ê íèì.

Çàäà÷à 14. Çàïèøèòå òðè îáðàçóþùèõ ñîîòíîøåíèÿ íà ýëåìåíòû z è d: îäíî òîëüêî íà z, âòîðîå òîëüêî
íà d, à òðåòüå íà îáà ñðàçó.

Çàäà÷à 15. Äîñòàòî÷íî ëè äâóõ îáðàçóþùèõ z è d è òð¼õ îáðàçóþùèõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå âû ïðè-
äóìàëè â ïðîøëîé çàäà÷å, ÷òîáû çàäàòü ãðóïïó D4 ïî ìåòîäó îáðàçóþùèõ ñîîòíîøåíèé? Åñëè íåò, òî
èçìåíèòå (äîïîëíèòå) ñïèñîê îáðàçóþùèõ ñîîòíîøåíèé, ÷òîáû ýòî áûëî âûïîëíåíî.

Ïðèìåð 9. Â îáùåì ñëó÷àå, ãðóïïà äèýäðà-n, ïðè n ≥ 3, îáîçíà÷àåìàÿ Dn, � ýòî ãðóïïà ñèììåòðèé
ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à 16. Ïîäñ÷èòàéòå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå Dn, n ≥ 3.
Çàäà÷à 17. Äàéòå ðàçóìíîå îïðåäåëåíèå ãðóïïû D2.


