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9 êëàññ 11.10.02

Ëèøü òîëüêî òîò, êòî âèòàìèíû ïüåò, äî ñàìîé ñìåðòè äîæèâåò.

Çàäà÷à 1. Âåðíî ëè, ÷òî (A ∪B) ∩ (C ∪D) = (A ∩ C) ∪ (A ∩D) ∪ (B ∩ C) ∪ (B ∩D)?

Ðåøåíèå. Ïóñòü E = (C ∪ D). Òîãäà (A ∪ B) ∩ (C ∪ D) = (A ∪ B) ∩ E = (A ∩ E) ∪ (B ∩ E) =
(A∩(C∪D))∪(B∩(C∪D)) = (A∩C)∪(A∩D)∪(B∩C)∪(B∩D). Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü çàäà÷åé 11.1

èç ïåðâîãî ëèñòî÷êà, à òàêæå àññîöèàòèâíîñòüþ è êîììóòàòèâíîñòüþ ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðûå ñëåäóþò èç

îïðåäåëåíèÿ: A∩B = {x | x ëåæèò â A è B} = {x | x ëåæèò â B è A} = B∩A; A∩B∩C = A∩(B∩C) =
{x | x ëåæèò ñðàçó â A,B è C}.

Çàäà÷à 2. A = {∅}, B = ∅, C = {n ∈ N | n ··· 3 è n < 12}, D = {(a, b), (c, d)}. Âûïèñàòü âñå ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà (A ∪D)× (B ∪ C).

Ðåøåíèå.

C = {3, 6, 9}

A ∪D = {∅, (a, b), (c, d)}

B ∪ C = C

(A ∪D)× (B ∪ C) = {(∅, 3), (∅, 6), (∅, 9), ((a, b), 3), ((a, b), 6), ((a, b), 9), ((c, d), 3), ((c, d), 6), ((c, d), 9)}

Çàäà÷à 3. Ïóñòü A = {0, 3, ∅, {2, 5, ∅}, (4, 7)}, à B = {3, 0,Ôóíòèê, (7, 4), {2, 5}}. Èññëåäóéòå, ãäå áîëüøå
ýëåìåòîâ: âî ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ A4B èëè âî ìíîæåñòâå C = (A ∪B)× (A ∩B).

Ðåøåíèå. Çäåñü è äàëåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M áóäåì îáîçíà÷àòü êàê |M |. Çàìåòèì,
÷òî (a, b) = {a, {a, b}} 6= {b, {a, b}} = (b, a). Òîãäà

|A ∩B| = |{0, 3}| = 2,

|A ∪B| = |{0, 3, ∅, {2, 5, ∅}, {2, 5}, (4, 7), (7, 4),Ôóíòèê}| = 8,

|A4B| = |{∅, {2, 5, ∅}, {2, 5}, (4, 7), (7, 4),Ôóíòèê}| = 6,

|C| = 8 · 2 = 16 < 26 � ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A4B èç 6 ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 4. M = {1, 2, 3, . . . , 100}, N = {1, {2, {3, . . . , {100} . . .}}}. Ó êàêîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ áîëüøå

ïîäìíîæåñòâ?

Ðåøåíèå. Ìíîæåñòî M ñîñòîèò èç 100 ýëåìåíòîâ, ìíîæåñòâî N � èç 2. 2100 > 22, ïîýòîìó ïîäìíîæåñòâ

áîëüøå ó M .

Çàäà÷à 5. M = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, . . . , {99, 100}}. Ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ ó M?

Ðåøåíèå. |M | = 50, ïîýòîìó ó M 250 ïîäìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî íåâîçìîæíî îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ a < b è b < a.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a < b. Ïîêàæåì, ÷òî íå âîçìîæíî âûïîëíåíèå b < a. a < b ⇒ a − b îòðèöàòåëüíî ïî
îïðåäåëåíèþ. Ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò ê îòðèöàòåëüíîìó ïîëîæèòåëåí. −(a − b) = (b − a), ïîòîìó
êàê (b− a) + (a− b) = b− b + a− a = 0 (çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ è êîììóòàòèâíîñòüþ

ñëîæåíèÿ, îïðåäåëåíèåì âû÷èòàíèÿ è ñâîéñòâàìè 0). Èòàê, b − a ïîëîæèòåëüíî, à èç b < a ñëåäîâàëî

áû, ÷òî b− a îòðèöàòåëüíî. Çíà÷èò, îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå a < b è b < a íåâîçìîæíî.

Ïðèìå÷àíèå.Êñòàòè, ìîæíî (è íóæíî) äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ïîëîæèòåëü-

íûì è îòðèöàòåëüíûì.



Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèèå îòðèöàòåëüíîãî è ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñåë îòðèöàòåëüíî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a ∈ N−, b ∈ N. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë −a ∈ N. a = −(−a) èç åäèíñòâåííîñòè
ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà. ab = (−(−a)) · b = (−1) · (−a) · b = (−1) · ((−a) · b) = −((−a) · b) ïî

àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ, à òàêæå ïî çàäà÷å 3.3 ëèñòêà 2. Ïðîòèâîïîëîæíûé ê îòðèöàòåëüíîìó

ïîëîæèòåëüíûé. (−a) ∈ N. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíî. (−a) · b ∈ N.
Ïðîòèâîïîëîæíûé ê ïîëîæèòåëüíîìó îòðèöàòåëüíûé. −((−a) · b) = ab ∈ N−.

Çàäà÷à 8. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 6. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà

êóáîâ ýòèõ ÷èñåë òàêæå äåëèòñÿ íà 6.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî n â âèäå n = 6 · q + r, 0 ≤ r ≤ 6. Âîçâåäåì n â òðåòüþ ñòåïåíü è íàéäåì

îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 6. n3 = (6·q)3+3·(6·q)2 ·r+3·(6·q)·r2+r3. (6·q)3+3·(6·q)2 ·r+3·(6·q)·r2 ··· 6, ïîýòîìó
îñòàòîê áóäåò ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ r3 íà 6. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëàãàÿ r = 0, 1, . . . , 5, ïîëó÷àåì, ÷òî
îò âîçâåäåíèÿ ÷èñëà â êóá îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 6 íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ñóììà êóáîâ òàêæå áóäåò

êðàòíà 6.

Çàäà÷à 9. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ íàòóðàëüíûìè ñòåïåíÿìè äâîéêè, íàéäóòñÿ äâà

ðàçëè÷íûõ, ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 91.

Ðåøåíèå. Åñëè ìû âîçüìåì 92 ñòåïåíè äâîéêè, òî ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ñðåäè ýòèõ 92 êðîëèêîâ,

ðàññàæåíûõ ïî 91 îäíîé êëåòêå (âîçìîæíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 91), íàéäåòñÿ äâà, ñèäÿùèõ âìåñòå.

Èõ ðàçíîñòü áóäåò êðàòíà 91.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 52 öåëûõ ÷èñåë âñåãäà ìîæíî âûáðàòü äâà, ñóììà èëè ðàçíîñòü

êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 100.

Ðåøåíèå. Ðàçîáüåì âñå öåëûå ÷èñëà íà ãðóïïû. Â ïåðâóþ ãðóïïó îòíåñåì òå, ÷üè îñòàòêè îò äåëåíèÿ

íà 100 ðàâíû 1 èëè 99, âî âòîðóþ � 2 èëè 98 è òàê äàëåå. Åùå äâå ãðóïïû îáðàçóþò ÷èñëà, êðàòíûå 100,

è ÷èñëà, ÷üè îñòàòêè ðàâíû 50. Âñåãî 51 ãðóïïà (êëåòêà). À ó íàñ 52 ÷èñëà (êðîëèêà). Ïî ïðèíöèïó

Äèðèõëå íàéäóòñÿ äâà òàêèõ ÷èñëà, ÷òî èõ îñòàòêè ðàâíû èëè â ñóììå äàþò ñòî. Òî åñòü ðàçíîñòü èëè

ñóììà ýòèõ ÷èñåë êðàòíà 100, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷à 11. Â êëàññå 21 ó÷åíèê. Íà êîíòðîëüíîé ïðåïîäàâàòåëü Âàñÿ ñäåëàë 10 îøèáîê, à îñòàëüíûå �

ìåíüøå. Äîêàæèòå, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå òðîå ñäåëàëè îäèíàêîâîå ÷èñëî îøèáîê.

Ðåøåíèå. Êàæäûé èç 21 ó÷åíèêà ñäåëàë îò 0 äî 9 îøèáîê. Ïóñòü ni � ÷èñëî ó÷åíèêîâ, ñäåëàâøèõ

ðîâíî i îøèáîê. Ïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , 9 ni < 3, òî åñòü ni ≤ 2. Òîãäà ïîñ÷èòàåì îáùåå

÷èñëî ó÷åíèêîâ: n =
∑9

i=0 ni ≤ 10 · 2 = 20 < 21. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, åñòü ÷èñëî îøèáîê i, ñäåëàííîå
ni ≥ 3 ó÷åíèêàìè.


