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¾...äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âåëè÷èí èìååòñÿ òèï äàííûõ ïðîìåæóòî÷íîå äåéñòâèòåëüíîå,

ðàñøèðåííûé äèàïàçîí è òî÷íîñòü êîòîðîãî â ñëîæíûõ âû÷èñëåíèÿõ ñâîäÿò ê ìèíèìóìó

îøèáêè îêðóãëåíèÿ, ïåðåïîëíåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ïîðÿäêà.¿

¾Ââåäåíèå â ìèêðîïðîöåññîð 80386¿

Èíîãäà óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ îäíèì èç ðàñøèðåííûõ ìíîæåñòâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1. R̄ = R ∪ {−∞,+∞}, ãäå ∀x ∈ R (−∞ < x)&(x < +∞); R̂ = R̄ ∪ {∞}.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ ∞ è ±∞ íå îïðåäåëåíû. Îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ äëÿ ∞ òàêæå íå

îïðåäåëåíû.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå èíòåðâàëà: (a, b) = {x ∈ R | (a < x)&(x < b)}, ãäå a, b ∈ R̄.

Îïðåäåëåíèå 2.Äëÿ ëþáîãî x ∈ R̂ îïðåäåëèì ïîíÿòèå ε-îêðåñòíîñòè Uε(x), ãäå ε� ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî: åñëè x ∈ R, Uε(x) = (x − ε, x + ε); Uε(+∞) = {x | x > 1/ε}; Uε(−∞) = {x | x < −1/ε};
Uε(∞) = {x | |x| > 1/ε}.

Îáîáùèì ïîíÿòèÿ ãðàíåé íà ìíîæåñòâî R̄.

Îïðåäåëåíèå 3. c ∈ R̄ íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà M ⊂ R, åñëè ∀x ∈ M x ≤ c.

Îïðåäåëåíèå 4. c ∈ R̄ íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ (Supremum) ìíîæåñòâà M ⊂ R, åñëè c
� âåðõíÿÿ ãðàíü è ëþáîå c′ < c âåðõíåé ãðàíüþ íå ÿâëÿåòñÿ. Îáîçíà÷åíèå: c = supM .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü è òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü (inf M).

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå: c = supM ⇔ (∀x ∈ M x ≤ c)&(∀ε > 0 ∃x ∈ M ∩ Uε(c)).

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü â R̄ ñóùå-

ñòâóåò è åäèíñòâåííà.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå sup è inf ìíîæåñòâ:
a) (0, 1); b) [0, 1]; c) N; d) Q; e) R.

Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåðìèíà îêðåñòíîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê è ðàíüøå, ñ÷èòàþòñÿ ÷èñëîâûìè, ò.å.∞ è ±∞ íå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ çíà÷åíèÿìè

ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 5. ×èñëî a ∈ R̂ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè ∀ε > 0 ∃nε : ∀n >
nε an ∈ Uε(a).

Çàäà÷à 4. Ìîæåò ëè ðàñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåòü ïðåäåë? Ìîæåò ëè ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü íå èìåòü ïðåäåëà? Ìîæåò ëè èìåþùàÿ ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áûòü ðàñõîäÿùåéñÿ?

Çàäà÷à 5. Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëà â R̂? â R̄?

Îáîáùèì ïîíÿòèÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè è ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà.

Îïðåäåëåíèå 6. a ∈ R̂ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè ∀ε > 0 â Uε(a) ëåæàò
çíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 7. a ∈ R̂ íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëîì êàêîé-ëèáî åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.



Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷àñòè÷íûé ïðåäåë è ïðåäåëüíàÿ òî÷êà � îäíî è òî æå.

Äàëåå âñå ïðåäåëû è ïðåäåëüíûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò R̄.

Îïðåäåëåíèå 8. Íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(åñëè òàêèå ýëåìåíòû ñóùåñòâóþò) íàçûâàþòñÿ âåðõíèì ïðåäåëîì è íèæíèì ïðåäåëîì ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Îáîçíà÷åíèÿ: lim
n→∞

an è lim
n→∞

an.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå:

a) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò åäèíñòâåííóþ

ïðåäåëüíóþ òî÷êó;

b) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåë

ñóùåñòâóþò è ðàâíû.

Çàäà÷à 8. (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà) Äîêàæèòå:

a) ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò õîòÿ áû îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó;

b) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ìíîæåñòâå âñåõ åå ïðåäåëüíûõ òî÷åê åñòü íàèáîëüøèé è

íàèìåíüøèé ýëåìåíò;

c) ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåë.

Çàäà÷à 9. Ââåäèòå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ ∞ è ±∞ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü àðèôìåòè-

÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ (an → a, bn → b): lim
n→∞

(an ± bn) = a±b; lim
n→∞

(an · bn) = a ·b; lim
n→∞

(an/bn) = a/b

(b 6= 0, ∀n ∈ N bn 6= 0).


